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ول ب ا ء ا: ا  ا

ول .1 ء: ا ا   ا ا  ا
اد       ة   ت     م و  رة  أر ء أ  س  ا ن و   ا ا  ا ا

 ،  ،  ، ا  ق    ء     ء، و  ا ود  ا م  ا  ، و  ح و  ذ ا

م ا ، وف  ارات     ل إ  دة   ت   ا ح ا    . و 

ء إ  : ر    ا  

 ء ا ،   :   (Descriptive Statistics)ا ت و  و  ع   ا ا ا  

ب  ا ا  ت    ار و ر اول  ا إ  أو أ    ت و  ا  ا

 ) ، ت، ا  .)...ا

  ء ا ا( ا ارات : (Inferential Statistical)) ا ذ ا ج و ا ء  ع  ا ا ا  

ء   ت،    ا ارات و ا ب در ا ا  ا را   ة  ا ا 

 .ا

  ت إ 1.1

  ة      :اا را  دة :    ة  ر ا  ن .  ا و   

دا     ء   را  ا و     .ا ا 

 ا:        ، ، و    ا ا ر م ا دا     أ ر   ا

 ، دات ا و ذ   ا أ  ن   ن  دات ا  ا  دة    ن  

د و ا ت ا را و  ا  .و   ا  أ ا

 ا ا ن  :ا ا ا ا اول    ك  ر و  اد ا  ا  ا د  أ   

ا" م" اول ا ت أر  1.و 

  :ل

ا     ر   ب ا ول ا 500دات     6ا ام  ا ا اددة          :ا

ا: (01)ول  اد ا   .ول ا

                                         
م ،  1 ء    ت و ا ،ا ا ة  ا ا ر ا   48م، ص 2007/2008 ، ا
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د  500إ  001    ا ر    و   أي  م ا ث أر ن  ا د ا ،   ا

ا  م 3ن   500ن (ول ا ول ا) أر   :  ا

  

اد أ   6  أول  ر. (31، 289، 365، 298، 325، 218و   500أ ة  ا   )ا ا

 ا ا:     ، ب درا ة    ا ت    ن ا  إ  إذا 

،  ا    ت  ر و    ت ا  ا ا ا     ا   

ات ا   2.    ا و ، ااا

 ن  ا  :ا ا ا و ذ   ر ا    .و   ا

ت ا ا : ل يإذا أرد   ا ،    ا ا دا   ا ر  ا و ا

، و     ر  وت ا ا ى  دا  ا ر دا    ت،   ا  ا

ت     . 

 واا     50      5    إذا أرد  :ا ا    

ة  ر  أي أ، 10 و ا ر ا   ،ا ول  ،  ن ا ا  ن ا 2و  

 2، 12 ،22، 32، 42 . 

 ء  :ا ا ى و ا    ة  د  أو     ا أو ا ا   

، و   ا ا   ا  ا  إ  او   ا  ا أو و 

: 

                                         
، ص  2 م،      48  
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  ا   ):ا(ا ا ار  أو  أ تا س  د   ا ا     و ا

 ، ى ا دي، ا ت ا ا د        اع   ت أو أ رة  

ح و  ات ا  ، اع . ا ا ، أ اض، ا و        ا ا

 .ا و 

  دي(ا ا ،  ا  ):ا د ات ا  ا   د : ) ا(  ا

ا ا ا  ب   د ا ة،  ل  أ ة(و  ا . إ...ا و  ا   ا ) ا

راا ل ا ن   .   ا إذا  ،(و    ا  ، ا زن، (أو ا ...) ا ا

، د ...) ا ، ا(أو ا ، ا ء ...) ا ،( أو ا ل، ا  ...).ا

 ا  :ا ا ت ا  ا   .  ا  ا

  3ات ا  ا 2.1

ات ا  ة    و د وذ  درا  ع ا ت  و إ   :أ 

ف ا .1 د   ف ا  . ا

اد درا .2  . ا ا

ت  .3 در ا  ا در (  ا ر و   .)ادر 

ر ر ا ي ا و ا : ا ر    در ا ،   ا ت ا ، ا رات، ا ، ا ا

در ا ت     .ا

ا ر ا ت: ا م  ا ان و  ل إ ا   .ا أو ا  

ت و  .4  . ا

ت .5  . ا

ص ا و .6 ار ا ا ذ ا  . و ا

ض 3.1 و ا   ا ت ا

ت      ة ا  ا  ة   ا ا ا رات  وا ر ا  أو ا  وا 

ص رة، ه  و   أ ا ت ه  و ا ا دة درا   ا  ذ و ، وا

اول  وو  ت إ و  ت   ا ا و ، رة  ض و ا  ا

ف   4.ا  وا

                                         
3  ، ا ة  ا ا ر ا  ء، ا ت و ا م ، ا  47م، ص 2007/2008   

  
ة،  4 ج، ا ،  آ  او ء ا ات  ا و ،    16ص م، 2015/2016ر 
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ض  و ا ض :ا و ا ت و   ت ا و ا  اول     ة ا ا

س  ن ول ا ّ ،  ا ة  ا روس، ا أو ا ن ا  أو   أو ت   ا ه و

ت ه ارات  ي ا ا أ ،)ت(ت ت أو ا أو ا   .ا

اع   اول أ   :ا ا

اول  ت ع ف ا ا ض   ا را  وا ى   ا   :أ و أ

 ز اول اري ا   :ا ا

ت    م ا ة  أو ت  اول  و )ا (ة ا ارات ا  ض  ا وا

، درا م و ع ا و اول  ا ت و  ا ة ة  ا ا   اء  وا

  . أو 

  ) (:  1 ل

ت  م  ّ ا ا ع ل ا  ا ت  أ   ا  : أ

O , AB , O , B , A , B , O , A , B , O , A , O , A , B , O , B , O , O , AB , A 

ب ت ه ض :ا   اري ز ول  ا

: 

م: (2)ول  د ا   ا   ز 

ع   م   O  AB  B  A  ∑ا   )푋( ا

푛د ا   5  5  2  8  20 )(  

 

ت  و إن رةه ا رة  وا   ت ة  و أ أ ا م، ا ن ا    ا  ا

م،    ا ا د  را ا وا ا   .ا  ا

   ) ( :2ل 

ر ز    أن  أراد 10دج) ا ا ة   ا  و ا   ، 42   ا ( ا

  :ا

ر ا: (3)ول  ل  أ د ا   .ز 

 

  

  

  

 

14 45 42 35 40 50 65 

26 52 51 35 16 42 38 

23 66 64 39 67 50 53 

55 67 38 53 63 57 15 

40 14 42 46 30 56 49 

56 64 49 24 26 60 52 
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ب  :ا

ت ه ا ا    .اري ز ول  و ل  وذ ا

:  

، ه  و وا ة  ن أن ا   ة 42 ا ى  ا د أن  ا   و ا ا

ات  ذ أ و اري، ز ول  و  ت  و   :ا ا

ى  -أ ت ل  :ا ل ه أ أ أنّ   ا ا 14دج  ا × 67دج ،  أ أ   10 × 10  

ى ن و 푅  : ا = 푋 − 푋 = 67 − 14 = 53 

ت د  - ب ام إن :ا ت   د ا ت  إ دي ا ض  ا ا ، ا دة دي  ا  ز

ت  د ت ة إ ا د ،ا   أ  ا ا ت د و ة وف ا را  ا   و و ا

، م و ا ت د  أ ا  ا ا ،) ( 15    و (5 )   ا ت د و  ا

ت د   وري  ت ا ل ا ى ا ت إ د   5:ا  و  ا

 د :(Sturges)   ا:  

퐾 =   1 +   3,322 log( 푛 )  
 퐾:   ،ت ،  : 푛د ا ي: log( 푛 )د ا ر ا   ا

 ل د:(Yule)   ا:  

퐾 = 2.5∜푛  
ت د و د   ا   ا ا ا ا   .د  و ا

퐾 =  1 +  3,322 log( 푛 ) = 1 +  3,322 log( 42 ) = 1 +  3,322 × 1.623 = 6.39 ≈ 6    ( و(  

ت    6: د ا

ل ا -ج  :ا  ا ل   : 

퐿 = = = 8.83 ≈ 9   

 :L :دة(ل ا ى،   : R،   ) ا ا  ت: Kا ل ا   .د ا     9و  

ة ا ا  : ا ل ا     :   

ل ا × ت  د ا ≥ ى    ا

9 ×  6 = 54 > 53                         :و                        

و -د و  :ا اغ  ا ت إ ز ول  ا اري ا   .ا

ول  ر ا : (4)ا ت ا ل  در ز ا  .  

                                         
ري و  ا 5 م ا ت ا وا: "   ا ء وا رات "ا  ،.2000  ، ،ELGA  18، ص  
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∑   [59 − 68[   [50 − 59[   [41 − 50[   [32 − 41[   [23 − 32[   [14 −  푋ت ا    ]23

42  8  11  7  7  5  4    (푛 ل( دا     

ت   18.5  27.5  36.5  45.5  54.5  63.5  -   퐶ا ا

اد  ز ول إ اري ا ن أ  ا  ن ا ت ض ا ا(  اري ز   ا   )ا

ارات،     ار ا ا  ار و ا 푓           :ا  ا ا = ∑  

  : ت

  وي ارات ا  ∑: و  1ع ا 푓 = 1 

  ار ا     ا   .100ا إ   و 

ت،  إ ت إ ج أن       دات  إ ج  : ا ،    أو   ا ا ّ 

ه ت و د ل    ا ارات إ ة ا ا ز ا   :وا

ار  ار : ا اا اد ع   ا ا ا  . ا ا ا  ا   ا ا

زل ار ا ا ار  :ا زل ا ا اد ع   ا د ا  ا   ا ا  .ا  ا

ول   زل (5)  ا ار ا ا و ا ار ا و ا ا و ا   :ل ا  ا

∑   [59 − 68[   [50 − 59[   [41 − 50[   [32 − 41[   [23 − 32[   [14 −  푋ت ا     ]23

ل    4  5  7  7  11  8  42   푛د ا

ار ا   0.095  0.12  0.17  0.17  0.26  0.19  1   푓ا

  %ا ا   9.5  12  17  17  26  19  100

ار ا ا  4  9=4+5  16=9+7  23=16+7  34=23+11  42=34+8  - 푁  ا ↑  

زل  42  38=42-4  33=38-5  26=33-7  19=26-7  8=19-11  - ار ا ا   ↓ 푁 ا

  

ز اول اري ا دو ا   :ا

ت ا              را اد   و     آن وا و       ا د   ا  أ و

ى   و ت  ر و اا   ص، أو     ا زن    ا ،   ا و ا

د و  ذا    ك ا رات و ا   .ا

  :ا ا ذات 

ات ا     دو  Nإن ا ن     푥)د     , 푦 ى  (   .   إ

ول  ت   ه ا ض   : ا اذو   أن 

  .ول ذو : (6)ول 
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Y

Y 
X 

ع   ا
qy  ...  

2y  1y   Y 

.1n  qn1  ...  
12n  11n  1x  

.2n  qn2  ...  
22n  21n  2x  

...  ...  ...  ...  ...  ...  

.pn  pqn  ...  
2pn  1pn  px  

N  qn.  ...  
2.n  1.n  ع   ا

  

ت ا ز   : ا

ة(  ا :  ة و  ا ة،   )ا د  ا ر أو  ،  ا ا   ا

ارات ا  푛و    .푛ا       :  ا .



p

i
ijj

q

j
iji nnوnn

1
.

1
   :و      ا .

∑ 푛  . = ∑ 푛.  = ∑ ∑ 푛  = N   

ا  ا  ارات ا  ا     ز   و ا   jyو  ix  ا

     ، :ا
  

ز ا   : Yو X  ا

  

  

  

  

ة 100  ن    ا    :ل ت ،  درا  أ 10ة ا ا  )دج( 

ل، د   ا وا ول    ا ا  ا  :ا ا

ل  : (7)ول  ت و ا د ا ة 100ز    .أ

ع   0  1  2  3  ا

  

  لد ا

ت                  ا

20  3  6  8  3  [20 − 30[   

48  13  12  15  8  [30 − 40[   

32  10  11  7  4  [40 − 50[   

ع  15  30  29  26  100   ا

px  ...  
2x  1x  X 

pn  ...  
2n  1n  ار   ا

qy  ...  
2y  1y  Y  

qn  ...  
2n  1n  ار   ا

X

X 



9 

 

ول ل  م  أ أن  ا ا ر  :ا

30 ا   اوح  48 ، 100    - × 40دج و  10 ×   .دج 10

- 30    ، 40   ا اوح  ت 7 أن  وا × 50دج و  10 ×  ت 8 ودج،  10

20   ا اوح × 30 دج و  10 × ى  15 أ دج،10   ا  اوح ا

 30 × 40دج و  10 ×   .دج 10

ض 4.1  ا ت ا ا

ت و و ن ت ام ا ل ا ا ، وا ة ه  إذ ا م  ا    ا

، ة رو م ا اع و روس ا ع  ا ض  أ   .ا

ض ة  رة  :     ا ا ا   أ ار  أ روس    ا ا  .ا

ول ّ :ل ل د )8(ا ة 100  ن  ا  ا   .أ

ة  1  2  3  4  5   ∑ ل  ا   X د ا

ار   25  28  20  15  12  100   푛ا

ب ت ه ض :ا  .ا  ا

  :ا

ت ه ض  أ ة  ا   .ا ا

ل): 1(  د ا ز ا   ة     .أ
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ض   ):  (     ا ا

وض إن وض أ  ا ا  ا ا   :أ و ا ا ا

اري) أ رج ا   :ا

ة( ت  رة و ت     أو ارات  )أ ار     ل أن  ،ا  ا

، و رج ر  ا ا اري ا ت  ا ال ا رج ر     ؟،  أم و   أ  ا

اري   :ا

 رج اري ا ل و ت   ا ت ن  :ا ل و ا رج  م ا اري ا  ة، ا

ل  ذ و  :ا ا

ول :ل ت ز ّ )9( ا ة( ا ا   . 40   )دج :10 ا

∑   [20 − 24[   [16 − 20[   [12 − 16[   [8 − 12[   [4 − ت   ]8    X ت ا

ار   6  10  18  4  2  40   푛ا

ب     ي ا ا ر :ا ت؟ ز  ا  ا

ت أن   :ا      ل و ا رج  م ا اري ا   .ة ا

ت ): 2(ا  ز ا اري  رج ا و (ا لت    ).ا
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 رج اري ا ل و  ت   ا ز ت  إذا :ا م و  ا ل  ارات  ا   ا

ار ا ا ل   ك ن ض ، وا ارات  و د م ا  :ا ا

푛∗ = 푛 ×
∗

  

 :푛∗ : ،ل ار ا ر: ∗Lا   .ل ا ا

ل : ن  ر ا     . ل أ  ا

ول :ل ي  ا      100   ز  ا ا ة (ا   ).دج10ا

ب ت ه  :ا رج ام ا اري ا   .ا

ز ت أن  :ا ل و  ا ارات،  م ا ر ا ل و ا وي ا ارات  س5 وا   .ا

  

رج): 3(ا  اري ا ر ز ا  ) ارات( ا

  

  

  

  

  

  

 

  

∑   [75 − 80[   [55 − 75[   [40 − 55[   [35 − 40[   [25 − 35[   [20 −   X ت ا    ]25

ار   5  15  20  25  30  5  100   푛ا

∑   [75 − 80[   [55 − 75[   [40 − 55[   [35 − 40[   [25 − 35[   [20 −   X ت ا    ]25

ار   5  15  20  25  30  5  100   푛ا

  퐿ل ا   5  10  5  15  20  5  -

-  5  30 × = 7.5   25 × = 8.33   20  15 × = ل   5   7.5 ار ا   ∗푛ا
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اري ا) ب  :ا

ة       ط و ارات ا     ت و ا ا ا ا     .إ

ص  :ل اري ا ت ز ا ا ه  ا  40   ا ا ي ر اري ا رج ا   . ا

ص ): 4(ا  اري ا ت زا ا   .ا ا

 

 
 

  

  
  
  
  

ارات ) ج  ة ا ا ز ا   :وا

ار  ر  ل   ا ا ا ط  إ ت ذات ا ا ود :ا ا ارات ت ا ا  وا

ة ا ار  أ ، ا ا زل ا ا ط  ل ر  ا ت ذات ا ا ود :ا  ت ا ا

ارات ز ا وا   . ا  ا  و ، ا ا

ارات   :ل ة ا ا ز ا ول ا وا ز  ا   :ت ا

  

   

  
 

ارات ): 5(ا  ة ا ا ز ا   وا

    

∑   [20 − 24[   [16 − 20[   [12 − 16[   [8 − 12[   [4 − ت    ]8    X ا

ار   6  10  18  4  2  40   푛ا

푁ص .م.ت  6  16  34  38  40  -  ↑  

푁ن  .م.ت  40  34  24  6  2  -  ↓  
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ب
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  ر  5.1

ول اص ا  :ا ا ع ا   : ا 

ن   ، ، ا ، ا اا ة ا ، دا ل   د ا زن،  ل، ا م، ا ،  ا ة، ا ة ا  ،   .ا

دة    :ا ا اد ا ا د أ   :  ا   20  

46 ،40 ،36 ،38 ،30 ،48 ،40 ،32 ،42 ،40 ،40 ،42 ،36 ،44 ،42 ،40 ،38 ،34 ،40 ،34.  

ا  )1 ارات ا ت،   ا ول إ ذو  ت   ه ا  .ل    

ول ا )2 ا ا   . 

ت ا  إ  أ  : ا ا ع  75ض أن ا ل أ ة(    )دج 100: ا

73  67  73  74  65  62  66  78  68  82  73  53  68  72  62  

78  97  69  62  79  71  75  79  60  83  63  63  81  74  69  

77  84  73  82  75  66  73  75  78  82  65  76  61  75  83  

79  71  90  60  75  85  71  79  78  96  60  90  57  73  93  

76  89  79  80  91  85  74  87  75  65  83  76  68  88  62  

  

ب    :ا

ة  )1 رو و  ا  .ا

ل )2 ام   اري  ز  ول  ت   ه ا  .و 

اري )3 رج و ا ا  .ر ا

ي )4 ار ا و ا ا د ا  .إ

ز )5 ة و ا ارات ا ا د ا  .إ

ص ا   ا   )6  دج 7400  ا

د  )7 ص ا   ا  إ   .دج 8800 ا

ا   :ا ا

د        ل   و ا  ر ا  ت ا  100أراد أ ا درا ا را   ا   ، و  ا

ول ا  ة( ا   ):دج 10: ا

ع 62]  ا − 70[   [54 − 62[   [46 − 54[   [42 − 46[   [34 − 42[   [30 −   ت ا   ]34

ار  4  16  20  24  28  8  100   ا

ب   :ا

رو و  )1 ة ا  . ا

ت ا  ا )2  . ا

ز )3 ة و ا ارات ا ا د ا   .إ
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   ا ا: ا ا

ا ا   :ول  

 ال ، ا ، ا  .ا ا

  ا ، ا ا  . ا ا

 ى   . ا ا ا
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   ا ا: ا ا 2
 

ة              ه ا   ، ل    ا دات   ا  ا دا     ا ا أن 

ب  أ"ا ا" ل ا و  ا ة    ا و ا ه ا ة     ك   ،:  

   ا ا(ا ا و ، ا ، ا ا  .) ا ا

   ت(ا و ات، ا ت، ا  .)ا

 ال  .ا

ت    ا ا  إن ة  وا ة  و ا ا را  ا   .ا

  ا ا  1.2

ا  (Arithmetic Mean)  ا ا           أ   أ و أ  ا ا و أ ا

ةو ، و   ازن    . 푋، و      ا

ب ا ا) أ   :ق 

 ة  : ا ا

푥   إذا  , 푥  , … , 푥 ،   ا ه ع  ا ه ا ا ن ، ة      و د

  :ا  ا ا 

    푋 = ∑  

اء و و  ز  أ  ا ا ا  :1-2ل  ة(ا   ا   :)دج: ا

 600 ، 250 ، 300 ، 550 ، 500 ، 350 ، 450 ، 400   

ب ق: ا   . ب  ا

푋 = ∑ = ∑ = = = 425  

 :  

اري    ز  ت ا أي    ب ا ا   ا    :ا ا 

   푋 = ∑
∑  

  )  : (2-2ل 

ت اد د  ا ا ة 30     ا  :أ



16 

 

5 ، 4  ، 3 ، 4 ، 2، 2 ، 5 ، 4 ، 4 ،2  ،5  ،4  ، 2 ، 3  ، 2  

3   ، 5، 4 ، 3 ، 5 ، 4 ، 3 ، 5 ، 4 ،5 ، 4 ،3  ،4  ، 5  ، 3 

ع اد  2  3  4  5  ا ة  د أ   )푋(ا

ارات (د ا   5  7  10  8  30   )푛ا

  :ب ا ا  ا ا

푋 = ∑ = ∑ = × × × × = 3.7   

  )  : (3-2ل

ول  ن ا    ) 10(ا ارع 50ا ا  ا م ا   .ة   ا

ع 16]  ا − 20[   [12 − 16[   [8 − 12[   [4 − 8[   [0 − ن   ]4    ا

ر  3  15  20  10  2  50   푛  د ا

ب ا: ا م ا ة  ا ن ا      .ب   ا

ض :  ا ن ا ا    ت 푥إذا  ت ا أي 푐 ا ا د   :  ا

푋 = ∑   

ت  ا ا  :푐 أو 

ع 16]  ا − 20[   [12 − 16[   [8 − 12[   [4 − 8[   [0 − ن   ]4    ا

ر  3  15  20  10  2  50   푛    د ا

ت   2  6  10  14  18  -   푐ا ا

ن  ج ا   :و   إ

푋 = ∑ = × × × × × = = 9.44   

  ت ا  :)ا ا ( ا ا

ب ا ا  ة   م    ة ا   ت  ن   اف    (  ا

ب) ت  أ  ا ض     ا   .ا
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푥    إذا  , … , 푥 , 푥   ر    ة  ،푥  و( ن   ا ا و  

 6:، ا ا  )

푋 = 푥 + ∑ ( )   

  :(푥 − 푥 ت  ( ا دات ا   .ا و  ا

: 

ن ا ا  ط أن    .ا ا   

دة : (4-2ل ار ا ا   )ون 

ل ا   ا ا ق ا  ا   .  إ

푥ض أن ا ا  = 400  

600 550  500  450  400  350  300  250  푥   

200  150  100  50  0  -50  -100  -150  푥 − 400   

 

푋 = 푥 + ∑ ( ) = 400 + = 425  

 :  

اري ز  ت ا أي    دة  ا ا  ن أن ،    ا ا   ار ا ا

، ت و  ا ا و ا   .أ إن ار أ ا ه ن وأن)    ( ا

  )  : (5-2ل 

ت اد د  ا ا ة 30     ا   :أ

2 3  2  4  5  2  4  4  5  2  2  4  3  4  5  

3  5  4  3  4  5  4  5  3  4  5  3  4  5  3  

  

                                         
 50، ص ،  و ر 6
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:  

푥:  ا ا   = ار 4   . ا 

ع اد  2  3  4  5  ا ة  د أ   )푥(ا

ارات (د ا   5  7  10  8  30   )푛ا

-  1  0  -1  -2  푥 − 4   

-9 8 0 -7 -10 푛 (푥푖 − 4)  

ارات        :ا ا  ا  او  أ  

푋 = 푥 + ∑ ( ) = 4 + ∑ ( ) = 4 + = 3.7   

  )  : (6-2ل 

ل  ن  ا ج ا ض أن ا ا  3- 2  إ  ، 푐 ا ا = 10  

ع 16]  ا − 20[   [12 − 16[   [8 − 12[   [4 − 8[   [0 − ن   ]4    ا

ر  3  15  20  10  2  50   푛    د ا

ت   2  6  10  14  18  -   푐ا ا

-  8  4  0  -4  -8  푐 − 10   

-28  16 40 0 -60 -24 푛 (푐 − 10)  

ن  ج ا   :و   إ

푋 = 푐 + ∑ ( ) = 10 + ∑ ( ) = 10 + = 9.44   

  :ا ااص ) ب

o ا ا ا  أ  .ا

o س ات ا أي ا   .    ا ا   ا

o و ا ت  ا ا   . 

o ة ب و     ا ا  . ا

o     ز اول اري ا ا  ا ا ت ا      وذ ا أو ا  .ا
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o   ن  ا وض أن  ت   ا ه ا ا       ز  و   ا و ا و 

ل ا ا ة   7.  ا ا 

o  وي دا ا ت ا    ا 푥)∑ع ا − 푋) = 0     

∑(푥 − 푋) = ∑ 푥 − ∑ 푋 = ∑ 푥 − 푛푋 = 푛푋 − 푛푋 = 0  

ت            ه ا  أن ا ا    ا   .ل 

o  ى أي ت  ا  أي  أ ا ت ا ع  ت ا   ا أ   ا ت ا  ع 

푋 أ   ≠ 푥 : 

   ∑(푥 − 푋) ² < ∑(푥 − 푥 )²    

ت  ب إ ا ه ا  أن ا ا أ ى 푥ل   . أي  أ

  ا ا 2.2

ر  ا ا  Geometric Mean   n)( ا ا ،   ا  ا ا 푥ا , 푥 , … , 푥  

ي   :   G     ن و ا و ا

G = 푥 푥 … 푥 = (푥 푥 … 푥 )   

 :7-2ل 

اد   ا ا     (1,2,5,7,10,13): أ

G : ا ا  ن = √1 × 2 × 5 × 7 × 10 × 13 = √9100 ≈ 4.57 

:  

ب ا ا و ذ  ا ا ر  ة  ا ت    :إذا  ا

퐺 = 푒 ∑   

ل ا   : ا

                                         
م ،  7 ء    ت و ا ، ا ا ة  ا ا ر ا   54، ص م2007/2008، ا
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푙푛 G = (푙푛1 + 푙푛2 + 푙푛5 + 푙푛7 + 푙푛10 + 푙푛13) ≈ 1.52  

퐺                                                                                 :و  = 푒 . ≈ 4.5 

ت ا :  اري(  ا ت ا) ول    :  ا

 

G = 푥 × 푥 × … × 푥   

퐺 = 푒 ∑    
  

:  푛  ارات ت ا أو ا  ا ا 푛و  ا = ∑ 푛   

ت) أ ا   :ا ا ا

ام ا ا  ت ا د أ  ،  ا   إ ا ،  ل : ا دة ل ا ر ز  وا ا

  .إ...ا

  :8-2ل

ة  ل ا رات  و ر واردات    ا  2020-2017إ 

اردات  2017  ر ر 10 ا   دو

  %13زادت   2018 

 %18زادت   2019 

  %15زادت   2020 

ب   :ا

اردات    )1  ؟2020أ ا

ة  )2 ه ا ل  اردات  دة ا   )2020-2017(   ز

:  

1( 10 1 + 1 + 1 + = 10 × 1.13 × 1.18 × 1.15 = 15.3341                   

ة ه ا اردات   ر  15.3341: أ ا   ر دو

ن  )2  t  اردات  أن دة ا  :  ز

(1 + 푡)(1 + t)(1 + t) = 1 + 1 + 1 +   
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Gأي  ا ا  = (1 + 푡)  و :  

(1 + 푡) = 1 + 1 + 1 + = √1.13 × 1.18 × 1.15 = √1.533 ≈ 1.153  

 :و 

푡 = 1.153 − 1 = 0.153   

ة ه ا ل  اردات  دة ا   %15.3:    ز

  8:اص ا ا) ب

     ا ا  ا  ا أ و ا. 

    ى  إذا  .ا وي أو  ا إ

 ا و  وا  م  .ا ا

  ا ا   دا أ ة ي ا ا. 

ا ا 3.2   ا

ا ه ا و     n  (Harmonic Mean) ا ا ت  ن   ا ا  ي  د ا   ،H  ا

  :و 

=
⋯

  

              :أي

퐻 =
⋯

  

  :و   ا ا

퐻 =
∑

  

ا ا  : أ   ا

퐻 =
∑

  

 

                                         
، ص  8   ، ري و   ا م ا  57  ا



22 

 

  :9-2ل

ا   6، 5، 11، 4، 8 : ا ا  ا ا

:  

퐻 =
∑

= =
.

= 6.02  

ا ر و ا ت  م ا ا ا   :ا   ...ا ا و ا

، ا ث    ا ا  : 10-2ل  ا  ذا ،80    ا ا و

و  . 9/ 90  ا وا / 120  ا وا ،/ 100  ا

ب   .ا ل  ا ا   أو : ا

 :  

ع   )/(ا   100  120  90  ا

  )(ا   80  80  80  240

، ه    ة   ا ا ا ه  ا ا ا ا ام م ا ا  أ  ا

  .ا  س س

H = =
.

≈ 102   

  /102 : ا ل  ا  و  

ا   :اص ا ا

   ر ،  ا ه ا  .ا ا   أ ا  و

     ز اول اري ا ، ا ا ا د   و  .و ت و

   ر ا ت ب   وا أ  .وا

  ا ا 퐻  ن و ا ا   أ دا ا < 퐺 < 푋  

                                         
 63، ص و ، ر 9
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   ا ا 4.2

ر ا  Q (Quadratic Mean)ا ا  ت  اي   ا  ا   :، و 10ا 

푄 = ∑
   

  :11-2ل 

  .7،  9،  10،  6،  8: أو ا ا  ا

 :ا

푄 = ∑ = ² ² ² ² ² = √66 = 8.124  

  : ت

   اري، ا ا ز  ول  ت     :ا   

푄 = ∑   

          : 푥 و     ا푛 ارات ا  ا       .   ا

  اد رة  أ ن  ا   :ا ا دا أ  ا ا إ  

  ر   ا ا ي  ري ا اف ا ب ا م     ،  .ه 

  ود ت  ي   ا ا  د ا   ا ا   ا ا و  ا

وره أ  ا ذو  ي   ن ا ا أ  ا ا و ا ، و   .ا... 4ا ا

  ا 5.2

ي     (Mediane)  ا  ، و ا د ا ا    Me إ  وى  ا ا  أ 

  : . 11د ا ا 

  :  ا ا ا) أ

푥ن  ا ا  ا  , 푥 , … , 푥  ،ز   :    ا  أو 

                                         
ل 10 ء ا: "  را ، ا ا "ا ا ، ا ت ا ان ا   123، ص2006، د
، ص  11 ون،     116و إ ا وآ
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                                  푀푒 =                               

  

  32،  6،  16،  8،  24،  15،  23            :أو  ا  ا  :12-2ل

ه ا     6،   8،   15، 16،  23، 24، 32 :              أو  

  

=و  7د ا   3.5 ∉ ℕ  و   ا  4  ر ا ، و :푀 = 16 

  :13-2ل

  45، 32،  6،  16،  8،  24،  15،  23            :أو  ا  ا  

ه ا     6،   8،   15، 16،  23، 24، 32 ، 45:             أو  

  

=و  8د ا   4 ∈ ℕ   ا   :푀 = = = 19.5 

  :14-2ل 

ول ام 25أوزان  )11(  ا   .ا 

وزان   56  60  63  69  72  74  76   푥ا

ارات  2  4  8  5  3  3  2   푛  ا

د ر ا م أو   ، وزان     . أن ا

  .13: و  ر ا  25د ا  

ة  وي ر ا أو ا     .ا   ا 푥، ا ار ا ا و    ا ا 

وزان   56  60  63  69  72  74  76   푥ا

ارات  2  4  8  5  3  1  2   푛  ا

Nص .م.ت  2  6  14  -  -  -  - ↑  

푀: ، و   ا 14   = 63 

3
قیم 3 قیم 3   

3
قیم 3 قیم 3   

 

 
         ,   ∈ ℕ 

푥 푛
2

               ,   ∉ ℕ 
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  :  ا ا ا) ب

ن  ه ا  ز   ت  ت ،و    ت ا ه ا م   ز  ت  ض أن ا ا   ا  و 

  .  ا ا

ب ر ا   ن    وم أو  ديزو  n  ا  إذا    .،   ا  أو أم 

  :  ه ا  ، زل و  ا ا   ر ا ار ا ا أو ا و ذ   ا

 12. ا

 :  ا ا [푎; 푏]  ار ا ا ة  و ا   :  ا اأو ا  

=
푛
2

↑

↑ ↑   

 :푁↑  ا  ا ار ا ا ا  . ا

        푁↑ ي  ا ا ار ا ا ا  . ا

  :15-2ل

ول  ر ا   )12(ا م 81  ر  ا  .  

[600 − 650[   [550 − 600[   [500 − 550[   [450 − 500[   [400 − ر    ]450   )DA(ا

ل  15  20  25  10  11   د ا

ب ه ا: ا د و    .إ

  :ا

ل :  ر ا )1 د ا =: و  ر ا  81  40.5 

ار ا ا :  ا ا )2 ة 40.5 ا ا و ا    .أو ا  

[600 − 650[   [550 − 600[   [500 − 550[   [450 − 500[   [400 − ر    ]450   )DA(ا

ل  15  20  25  10  11   د ا

-  -  60푁↑ =  푁↑ = 푁ص .م.ت  15   35 ↑  

500]: و  ا ا  − 550[  

                                         
، ص  12 م،      56  
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ب ا  ن  ا ا  =ا
↑

↑ ار ا ا،   ↑   .و ا  ا   ا

  

 

ت   6.2  ا

ت ة     (Quartiles)ا ار   ا ا   13:   إ ا ا

ول  ت: 푄ا ا ع ا ت و   أر   .و  ا ا  ر ا

ت و  ا: 푄ا ا  ت و   ا   .و  ا ا   ا

ت و : 푄ا ا  ع ا تو  ا ا   أر   . ر ا

ت     ) أ   :ب ا

ت   ا ن ا ن ا      :إذا 

  

                                                    푄 =                               

                                                                                                                             

                                               α = {1, 2 ,3}  

                                         
، ص  13 م،      59  
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400 450 500 550 ت Meا

푀푒  푀푒  푀푒  푀푒  푀푒 ار ا ا  ا): 5(ا     ا

500 ≤ 푀푒 < 550 

35 < 40.5 < 60 

:  

 

 ا و    

ارات ا  ا   ا

ة    :ا

     = .
  

ب  :  ا  

푀 = 511  

   si  ∈ ℕ 
푥        si  ∉ ℕ 

 

 

 

ارات  ا

푁↑ = 35 
 

푁↑ = 60  
 

= 40.5  



27 

 

   :16-2ل 

ت ا   ر ا :دة  ا  

18  ،14  ،1  ،2  ،19  ،16  ،5  ،12  ،10  ،15  

ب  ت: ا .ب  ا  

،  أو ا : .ا    

1 ; 2 ; 5 ; 10 ; 12 ; 14 ; 15 ; 16 ; 18 ; 19 

: 

 = = 2.5 ∉ ℕ          و:              푄 = 푥[2.5]+1 = 푥3 = 5 

 = = 5 ∈ ℕ            و:           푄 = 푥5+푥6
2 = 12+14

2 = 6.5 

 × = = 7.5 ∉ ℕ      و:             푄 = 푥[7.5]+1 = 푥8 = 16 

ت     ) ب   :ب ا

ت د م ،)    (ا  ب ات   ،     ا   :ا ا و

 푄푖 =
↑

↑ ↑ , 푖 ∈ {1 ; 2 ; 3}   

 :  푁↑  ا  ا ار ا ا ا  . ا

                    푁↑  ي  ا ا ار ا ا ا  . ا

  :17-2ل

ي) 12(ول د   ر ا   و ا م 81  ر  ا  .  

[600 − 650[   [550 − 600[   [500 − 550[   [450 − 500[   [400 − ر    ]450   )DA(ا

ل  15  20  25  10  11   د ا

ب ول و ا ا: ا   ب ا ا

  

 := = 20.25    ،  

و   ار ا ا  أن ا ا ا   :[450 − 500[  
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[600 − 650[   [550 − 600[   [500 − 550[   [450 − 500[   [400 − ر    ]450   )DA(ا

ل  15  20  25  10  11   د ا

푁ص .م.ت  15  35  -  -  - ↑  

 

                                                        :450 ≤  푄 < 500  

15 < 20.25 < 35  

  :و 

 푄1 = .   

ب  푄                                          : ا = 463.125 

푄   :                                         ا  = 553.75 

ال 7.2     ا

ال ، و  ا ا (Mode) ا ار  ا ا ، و   14 أ  ت ا س  ا ال أ  ، و  ا

 푀 .  

 :18-2ل 

ت ات  ا ا   :ب 10   ا ا

 ،  ،  ،  ، ا،    ،  ،  ، ز،   ، ا،    ،  ، 

ه ا   ال  ن  ارا   و    : أن ا ا 

  :19-2ل 

اري ا ول ا   : ا

  푥ا   56  60  63  69  72  74  76

ارات  2  4  6  5  3  3  2   푛  ا

ار    푛 أن أ  = ال  6 푀: و  ا = 푥 = 63  

                                         
، ص  14 م،      57  
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ال  ) أ اتب ا ار ذات  اول ا   : ا

ه ا  ا ال     15: ا

  

  

    

  

  

  : 20-2ل 

ي) 12(ول د   ر ا   و ا م 81  ر  ا  :  

[600 − 650[   [550 − 600[   [500 − 550[   [450 − 500[   [400 − ر    ]450   )DA(ا

ل  15  20  25  10  11   د ا

ا   ل ا ا ا ا   :[500 −   :و   ]550

푀 = 푎 + ∆
∆ ∆

× 푙 = 500 + × 50 = 500 + 12.5 = 512.5   

ا  ر  ا  ن أ رو  ل  ا ا م 512.5و  أ ا را  ا   .د

ال ) ب د ا   16:إ

اري رج ا ات ام ا ع ا   :، و ذ 

اري  .1 رج ا  .زر ا

أس ا ا  ا  .2 ا   .و   رأس ا ا  ا

د  ا  .3 أس ا ا ا  د  ا  .و   رأس ا ا

ر  .4 ط  ا ، و  ا ر ا د   ا ا  ا ط  الإ   .  ا

  :21-2ل 

ل ا  ال ا  . 

                                         
، ص  15   ، و   79ر 
،   ص 16 و   79ر 

푀 = 푎 + ∆
∆ ∆

× 푙   

a :ا ا ا ا  .  

푙 :ا   .ل ا ا

ار ا ا : ∆ ا و  ار ا ا ق     .ا

ا و: ∆ ار ا ا ق     .ار ا ا  ا
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ن   با ال   ال   ا :ا ب ا ن  ن      .  ا

ار ا ا : ∆ ا و  ار ا ا ق     .ا

ار: ∆ ق   ار ا ا  ا ا و    .ا ا

  

  

  

  

  

  

  

  :    ا ا رأ 

= ∆
∆

⇒ = ∆
∆ ∆

   

⇒ = ∆
∆ ∆

    

  :و   

푀 = 푎 + ∆
∆ ∆

× 푙   
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ر):6(ا  ز ا اري  رج ا ا

Mo=512.5
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ا  ا ا  :  ن ا ا ارات و  م  ا ل  و ا ز ا   ت ا إذا  

ل ار ا ام ا ال  ا ا و  ب ا ل، و     . ار 

  : 22-2ل 

ول  ر ا  )12(ا م 81   ر  ا  .  

  퐿ل ا  50 50 150 100 50

[750 − 800[   [650 − 750[   [500 − 650[   [450 − 500[   [400 − ر    ]450   )DA(ا

ل   15  20  25  10  11  푛د ا

ل   15  20  25/3  5  11 ار ا   ∗푛ا

ر   ∗퐿ل ا ا = 50  

푛∗ = 푛 ×
∗

   

ا   ل ا ا ا ا   :[500 −   :و   ]550

푀 = 푎 + ∆
∆ ∆

× 푙 = 450 + × 50 = 465   

ا  ر  ا  ن أ رو  ل  ا ا م 465و  أ ا را  ا  .د

ال) ج   17:اص ا

 ا   . 

  ار ذات اول ا ودة   ا      .ات  

 ال وا ن أ   ده  و  أن   . إ

 ت   .     ا

   ا ا   ا 8.2

ت إذا ال وا ا ن وا ال ن  ا    و      إ    وا

ق  ا  ل ا دل  أ ال  ق  ا ا و ا ى و    دا أن ا ا    

  18:ا و ا أي

푋 − 푀 = 3(푋 − 푀 )   
 

                                         
، ص 17   ، ري و  ا م ا   67  ا
18 ،   ، و   81ص  ر 
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ز  أن ت ا ر  ا ا أ   ن  إ ا أو ا س و  أن  :ن   ا  

   .ا ا   ا): 8(ا 

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ر  9.2

ول   :ا ا

م ا ا   د ا ء   ل ور  ز  ت ا    :ل أ أ اض ا

ع م 10  15  18  20  22  ا  د ا

ل  10  12  8  6  4  40   د ا

روس و  .1  .د ا ا ا

ا ا .2 ل   ل ا م ا  .ا  أ

ال .3  .ا   ا و ا

  : ا ا

ت ا    م أ ا  ا ن،  م  ء ا ول ا   100ل ا ة و   ا   أ

ة (   ):دج1000ا

ع 75]  ا − 80[   [55 − 75[   [40 − 55[   [35 − 40[   [25 − 35[   [20 − ت   ]25   ا

  د ا  5  15  20  25  30  5  100

روس و  .1  .د ا ا ا

ت .2 ه ا ي  ق ا ل ا  .ا 
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ال  .3 ت ا    ا ال ا  .ا و و 

ز ا .4   .ا  ا

  26   33   29   30   32   33   28   32   27   25   32:   ا ا ا  :ا ا

ة و  ا ا) أ   .1  .ا ا ا  ا

ا) ب ، ا ا و ا ا   .ا ا ا

؟) ج   ذا 

ال .2   .ا   ا و ا

ا ول  :ا ا ر    ل ز ّ ا ا ا 10 ةا( ا أ   )دج 

[110 − 120[   [100 − 110[   [e − 100[   [80 − e[   [70 − 80[   [60 −   ا   ]70

ل  18  30  25  17  12  8   푛  د ا

رو و  )1  .د ا ا

ل  )2 푀إذا  أن ا ا   e  ا ا = 84,45. 

ل   )3 ي   . ا ا

ي ا و  )4  .  ا ا ا ا ا

ء   )5 رت إدار ا ز   ،   ا ا %10 ا  ر ا ل ذوي ا   ا

ه ا ر    .ا 

ره  90،  150 آ   :ا ا ا   ن أ ره  40دج، و  33500  ا   ن أ  

ر ا  39000 ل    .دج 51000دج، أ  ا

؟ .1 ا ا ر ا   ل ا    

رت إدار   .2 ،    ا  20  ا  ر ا وي  ا ر  ا   

ا ا ي    .ا

دسا ت  ا  أي   : ا ا ت ا ع  ت ا   ا أ   ا ت ا ع   أن 

ى أي    أ
푋 أ   ≠ 푥 : 

   ∑(푥 − 푋) ² < ∑(푥 − 푥 )²    

ت  ب إ ا ه ا  أن ا ا أ ى 푥ل        . أي  أ
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   ا: ا ا

ا ا   :ول  

 ى  ا

   اف ا  ا

  اف ا   ا

 ري اف ا   ا
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   ا: ا ا 3
ت    رة ء   ا ا             ،  ا     أن   ا

، ا ال أو ا  ا ت ى  ...أو ا   19 .  ا

  :إذا         

ول  4  6  17  17  11   ا ا

  ا ا  12  9  11  10  13

  

،   أن  11 ) ا(، و  ا ا     11 ) ا ا(ل   

 ، ول أ    ا ا ورة    اا ا ام ا ى  ا و ا  أ   ا

 ."ا "

ت  و  ى س  إ   رة  ا   ا  ك. ا   ا

ى و ا   ا  أو رب  اف ا ، وا ى و ا    ا  أو ب  أ

اف و  ا   اف ا ا ري وا   .ا

ى 1.1  ا

ق رة  ، و  و  و  ا  أ     ، ا  أ -   أ ا

ى ر  ة ا د م ط ا  ا   .  و

  : 1-3ل

ر  40 ا ا     .  ا

12  5  15  2  17  9  8  9  3  8  

10  7  16  13  14  6  14  6  6  3  

                                         
، ص  19   ، و   93ر 



36 

 

7  6  17  18  12  3  17  15  14  15  

14  10  6  12  5  12  5  12  18  16  

ه ا  18: ى  − 2 = 16  

اري  : ز  و   د  ا ة و ا ا ق  ا ا  ا ى ا   .   ا

اف ا 1.3 ى ا و ا   ا

ى     إذا ن ا ي    اري  ا  ز ا اول ا ،  أ       

ول و ا ، و ا ق  ا ا ، و  ا ت ا ول و ا  ا ن ا ب  ا ه ا   

ا     ".ى ا " ا و 

س ا م س  ا ن إذا ا   .ا   ك ن  أو ا  ا ا

ول و ا  اا ن ا اف ا ى ا و  ا   .اف ا   ا

ى ا  ا :2-3ل    : ا

20  ،19  ،18  ،16  ،15  ،14  ،12  ،10  ،8  ،7  ،5  ،4  ،3  ،2  ،1  

: 

퐼 =  푄 −  푄 = 16 − 4 = 12  

ى ا  اف ا  12 :و   ا =، و  ا 6   

ول  :3-3ل  ر ا   )12(ا م 81  ر  ا    

[600 − 650[   [550 − 600[   [500 − 550[   [450 − 500[   [400 − ر    ]450   )DA(ا

ل  15  20  25  10  11   د ا

ب اف اب : ا ى ا و ا ى، ا   .ا

  :ا

ى 650: ب ا − 400 = 250  

ى ا ل  :ب ا ول و ا  ا ن ا ب ا   2-17 ،:  

퐼 =  푄 −  푄 = 553.75 − 463.125 = 90.625   

ى ا  اف ا 90.625: و  ا .:  و ا = 45.3125  

 푄   푄 = 푀푒  푄  

18 
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اف ا 2.3 اف ا ( ا   )ا
 

ت ا  و ا ا د  ا ا  E، و    ، و 20 ا ا  ا  ا  ا

ت ا  و ا  ا ع ا ن  ت  ا  ا ا    . ويا

اف ا  ا   :  ا

E = ∑ | |
   

  : ا ا :4.3ل 

600 ، 250 ، 300 ، 550 ، 500 ، 350 ، 450 ، 400  

ه ا  푋: ا ا  = 425 ،:  

ع    푥  400  450  350  500  550  300  250  600  ا

800  175  175  125  125  75  75  25  25  |푥 − 푋|   

: و     

E = ∑ | | = = 100   

ه ا  و ا   اف ا    100:   ا

   :5.3ل 

ام  رن   ل  ا و  اف ا    . ا

ل      :و  11 ) ا ا( 

ول   4  6  17  17  11   푥푖ا ا

0  6  6  5  7  |푥푖 − 푋|   

: و     

E = ∑ | | = = 4.8   

ول   اف ا  ا ا   4.8:   ا

                                         
، ص  20   ، و   96ر 
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  푦푖 ا ا  12  9  11  10  13

2  1  0  2  1  푦푖 − 푌   

E = ∑ | | = = 1.2   

E أن  > E ت ا ا ول أ    ت ا ا   .و  

:  

ت ا      :ا  ا ا ا

E = ∑ | |
∑  

  :6.3ل 

ول ا د 36ز   ا و د ا           

ع د   0  1  2  3  4  5  ا و   푥د ا

ت  3  10  9  7  5  2  36   푛  د ا

  : أو ا ا

X = ∑
∑ = 2.19  

2.81  1.81  0.81  0.19  1.19  2.19  |푥푖 − 푋|   

5.62  9.05  5.67  1.71  11.9  6.57  푛 |푥 − 푋|   

  

E = ∑ | |
∑

= . . . . . . = 1.1   

  

ري 3.3 اف ا   ا و ا

وق ت ا ا  رة  :ا   .σ، و    21ا و ا ا   ا

                                         
ون 21 .1 د: "    وآ دارة وا ء  ا و "ا ردن، ا ا ، ا  127، ص .2012،  ا ا
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 : ا  ا

σ = ∑ ( )²   

  :   ا ا  

σ = ∑ ( )² = ∑ ² ∑ ( )² ∑ = ∑ ² ( ) ( )   

  :و 

σ = ∑ ² − (푋)²   

 :7.3  ل

ل    6ور  ا    ء ا ة  ات ا د     :ل، 

7 ،3   ،18 ،15   ،12 ،  . 11  

ب ات : ا د  د ا  ةإ   .ا

 :ا

: 푋 =
7+3+18+15+12+11

6
=

66

6
= 11 

و ب ا   :ا

 σ = ∑( )² − (푋)² = ² ² ² ² ² ² − 11² = − 121 ≈ 24.33 

  24.33: و   ا 

  : اب ا 

ع   푥ا   7  3  18  15  12  11  ا

146  0  1  16  49  64  16  (푥 − 푋)²   

 

σ = ∑( )² = ≈ 24.33   

ت ا :  ار  ا اول ا   :  ا
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σ = ∑ ( )² = ∑ ² − (푋)²   

  

ت، و     ا ت ا ع  س   ا  أ    ام ا  س   ا ا ا

س  ا ا  ، س ا ات  س   و ن إ  ،  ذ  ا را س ا  ا ات   و

ري:  اف ا   .ا

ري اف ا ر ا : ا ا  22 ا ت و ا ا  ا و   أ ا ا  و أ ا

  . σا و    

ل ا : 8.3 ل   : ا

σ = √24.33 ≈ 4.93   

ة  ات ا ري  اف ا ل أن ا ه ا   . 4.93: و  

  :    إذا    :9.3ل

ول  4  6  17  17  11   ا ا

  ا ا  12  9  11  10  13

را  11 ) ا ا(ل    ري    اف ا  .،  ا

σ = ² ² ² ² ² − 11² = 5.4   

σ = ² ² ² ² ² − 11² = 1.4   

ول أ    ا او     .ا ا

ري اف ا   :اص ا
ري   اف ا   :  ا

  وي ار   ري     اف ا  .ا

   ار ح  ري   أي a   푥 إ أو  اف ا 휎(푥: ن ا ∓ 푎) = σ(푥)  

                                         
ض 22 ن   ء: "   أ  و ردن، ،  ا "  ا ، ا رد  43، ص 1997ا



41 

 

  :10.3 ل

ام  5إذا  أوزان ) أ ت  ج 2.5،  1.25،  2،  1.75،  1: د وزان ا ري  اف ا   . ا

푋   : ا = . . . = 1.7  

ج    1.7kgو   أوزان ا

ع    푥  1  1.75  2  1.25  2.5  ا

1.425  0.64  0.2025  0.09  0.0025  0.49  (푥 − 푋)²  

 :  

σ =
∑ ( )² = . ≈ 0.53  

ج  وزان ا ري  اف ا   0.53kg: و  ا

دة  وزن ا ) ب ة ز  ص   ا  ت أ    را  .0.5kg ا

  ، ت ا ا ا  ا ج؟إذا   وزان ا ري ا  اف ا    ا

 :ا

휎(푥 :و  0.5kgزاد وزن  د   + 0.5) = 휎(푥)  

ا و    ج     ا ا وزان ا ري  اف ا   0.53kg: أي أن ا

     ب أو푥   ار ار  أي) (  ري  اف ا  :  ا

휎 = 휎(푥)       , 푐 > 0  

휎(훼푥) = 훼휎(푥)        , 훼 > 0   

  

اف  ،   ا ن ا  20 در ا  و  م ا ر أ أ ت أوراق ا ذ ا ل 11.3:  أ

ت  ر ي  ت 3ا   ا ن  . در ط  ذ ا ط، و أراد  40ل ا ف ا در و و  

ري ا اف ا ف  ا .أن   

ت ا     ذ  :، و 2 ا  

σ(2푥) = 2휎(푥) = 2 × 3 = 6  
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ّل   ري ا اف ا ت 6إذن  ا .در  

ف 4.3    ا

ز إ   ا و   ر   د   ،   ا س ا س  ري أ  اف ا  ا

 ، ر   ن ا ت   ت  أو إذا  ا ل   ا  ، أ إذا  ا ت ا ا  ا

س آ  ف: و  . ا  

ف ، و     : ا ري  إ ا ا اف ا رة  ا ا   C.V  و ،

  23: ا

퐶. 푉 = × 100    

ول ا: 12.3 ل ال   و أوزا  ا دة أ ،  ا ى  ا ا    : إ

ول  ال   و أوزا): 14(ا   .أ

ل   1.5  1.6  1.7  1.8  1.9  (m)ا

زن   50  52  54  56  58  (kg)ا

  

ال ؟  :ا ال ا أ   أوزا أم ا    أ

  : ا

ف  أ أ  م  ا ة    وزان  ال و ا   . أن ا

ال   :  

푋 = . . . . . = 1.7  

σ = ∑( )² − (푋)² = . ² . ² . ² . ² . ² − 1.7² ≈ 0.14  

  :و 

  :وزان  

푌 = = 54  

                                         
،  ص  23 م،      64  
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σ = ∑( )² − (푌)² = ² ² ² ² ² − 54² ≈ 2.82  

  :و 

، و   أن وزان  ا ص  ف ا ا  أن  ا   .أوزان ا أ   أ

  ر  5.3

ول ي  :ا ا ت  ا ا ى ا ل إ د  ز  ول ا     .ا

ر   ا

ل  18  30  25  17  12  8   د ا

ب اف ا :ا ام ا ول  ت ا   .  

 : ا ا

ز  ول ا  ر(  ا    120 ا   )ن د

ت ا   ا

ت  35  15  20  15  35   د ا

روس  ذ  .1  .د   ا ا و ا ا

ز .2 ة و ا ارات ا ا ول   ا  . 

د .3 ول  푛:  ا  , 푁↓ , 푁↑      ت ح د  . ا

ال .4  .ا   ا ا و ا

 .د  ا  و  .5

اف ا .6 اف ا و ا   .ا   ا

  : ا ا

ر ا    ول ا  ا ر(     300ا   ): د
∑   [40 − 50[   [30 − 40[   [20 − 30[   [10 − ر   ]20   ا

ل  40  60  150  50  300   د ا

اري .1 ول ا   ا ا  .  ا

ال  و   ذ  .2 ا   ا  .د ا ا

 .ا ا ا و ا - .3
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ف - ري و  ا اف ا  .ا   ا

ل  .4 푄]ا ا , 푄 ذا [  .، و اذ 

ر أ   .5 ل ا أ  .دج 18000دج و أ   32000ا  ا

ا     :ا ا

ت  ا      ء و ا ر ا اء ا   :   إ

ي                    ا                                                  ا

  

 

  

  

ى   إ .1  .ا 

ى ا    .2  .إا ا

ت أ  .3 ري،  ا أي  ا اف ا ل   و ا  .ا 

  :ا ا

ت   ) 1 ن و  ت   10اد   5إذا  ه ا ري  اف ا ن ا اد إذا  ه ا     0.  

اد،  ا) 2                  푋إذا  أن ا   ا ا .  푁 و ا   푁و     ا

ري  ا ا و ا ري 휎 و ا ا ا   .휎و ا ا

푍̅   أن  ) أ = 푋   ،푍̅  ا  ذات  ا 푁 + 푁 ا . 

ري   ذات  휎و  푁 ،푁  ،휎    ) ب اف ا 푁ا + 푁 ا . 

 :دسا ا

ارة     .1 اره  25إذا  أن  در ا ري  اف  ،     3در   ت  در

ت ا ر ري  اف ا ر ا : .  (ا و ا ر ا ×1.8+32=ا  ).ا

ة    .2 ج أ ا   ف  ة إ%20إذا  أن  ا ه ا م  د أ اف ، أو  ن ا ذا 

ج   ري  ة  10ا ج ا ع إ ة 500، و    .و

  

  

 

  

4  12  5  16  7  14  8  12  10  

15  14  12  8  9  11  10  18  15  

18  6  14  5  7  17  13  9  12  

13  14  17  15  7  8  14  12  

11  7  4  5  11  13  16  12  

14  12  9  10  12  9  7  8  
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ا ار ا ا: ا ا ط و ا ر   ا

Correlation & 

Simple Linear Regression  
  

  

ا ا   : ول  

ا )1 ط و أ ر  م ا

ط )2 ر ب  ا  . 

ار ا ا و م  )3   ا
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ا 4 ار: ا ا ط و ا ر   ا ا ا

ا               ن   ك    )(   ا ن  ب   إذا  ن ا ، و  أو أ

، و أ  ا   ا     ا ه ا ات و       .ه ا

زن ا أد ف ا ذا أردت أن  زن  ل  ا د ا ت  د  وز ا ،  ا     ا   ا

اد زن    ا ل و ا را ا  ا ا د  ه ا ا إ  .و    

ك 1.4  ا ا

دة) أ   :  ا ا

 : ا ا ا ا

푥   …  푥   푥   X  

푦   …  푦   푦   Y  

  

ك  ك(   رة ا Yو  X ) أو     24:ا

푐표푣(푥, 푦) = ∑ (푥 − 푋)(푦 − 푌)  

= ∑ 푥 푦 − 푋푌   

  :1-4ل 

ت    م ت ر ول  أ أ ي  ا   ): 15(ا 

푥)ا  ا ا    12  7  14  17  9  12  18  6  16  13  11 ) 

ر      10  6  14  15  10  11  15  8  15  14  10   푦 )(ا  ا

ر  ت   ا ا و ا ل ا   )ا ا( أو 

푋 = ≈ 12.27   

 푌 = ≈ 11.64  

ك  ا ا ن ا ا    ا

                                         
، ص 24 م،      66  



47 

 

Y

Y 
X 

푐표푣(푥, 푦) = ∑ 푥 푦 − 푋푌  

= × × × × × × × × × × × − 12.27 × 11.64   

= − 143.19 = 153.18 − 142.82 ≈ 10.36  

ك    10.36 :و   ا ا

ار ا  ) ب اول ا  :ا

ار ا و   ا ا اول ا ف  ا ول ا  :   ا ا

ع   ا
qy  ...  

2y  1y  Y        

.1n    ...  
12n  11n  1x  

.2n  qn2  ...  
22n  21n  2x  

...  ...  ...  ...  ...  ...  

.pn  pqn  ...  
2pn      

N  qn.  ...  
2.n  1.n  ع   ا

ك  ك(   رة ا Yو  X ) أو     :ا

푐표푣(푥, 푦) = ∑ ∑ 푛 (푥 − 푋) 푦 − 푌   

:      푌 = ∑ 푛 푦 푋        و           = ∑ 푛 푥 

ول  :2-4ل ار ا): 16(ا اول ا ت ا  ز   .ا

 Y  60  50  40  30  20            X 

5  0  0  2  2  1  10  

25  0  4  10  8  3  14  

35  4  11  12  7  1  18  

15  1  5  6  3  0  22  

80  5  20  30  20  5   X  

qn1

1pnpx

     Y 

X 

 



48 

 

 :  

푋 = × × × × × = = 40   

Y = × × × × = = 17  

ول ا ك     :ب ا ا

ع 푥     -20  10-  0  10  20  ا − 푋        

 )(280  0(0)  0(0)  2(0)  2(140)  1(140)  7-  

(300)  0(0)  4(-120)  10(0)  8(240)  3(180)  -3  

(100)  4(80) 11(110) 12(0)  7(-70)  1(-20) 1  

(200)  1(100) 5(250)  6(0)  3(-150) 0(0) 5  

(880)  -  -  -  -  -  -  

  :و  

푐표푣(푥, 푦) = ∑ ∑ 푛 (푥 − 푋) 푦 − 푌 = (880) = 11   

ر  2.4   ا

ات ا  푥): إذا  أن أزواج ا , 푦 ), (푥 , 푦 ), … , (푥 , 푦 ط         و ،  (

푀 :ا , 푀 , … , 푀 ر    .     ا

ل  :3-4ل  ،  1-4د  ت ا ص   : ا

 

 

  

ط  푥)  ا , 푦 ر ا  (   :   ا

  

 푦 − 푌      

11  13  16  6  18  12  9  17  14  7  12  푥   

10  14  15  8  15  11  10  15  14  6  10   푦    
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طا 3.4   ر

ا ذي   ر أي   ك  إ  Yو  X إ  ا ط ن   ر   ا، و    

ض   د  و ا ط  ر ن ا   ، ة ا   أو  ن  ) (   و     ،)(و  

ط، ك ار ن  ط    و  ذ  و    ر   ).Correlation Coefficient( ا

ط  ب) أ ر دة ا   ا   :ا

 :ا ا ا ا 

푥   …  푥   푥   X  

푦   …  푦   푦   Y  

 

ط  ف ر   25: ا

휌 = ( , )
  

 :휎  و휎  ري اف ا ,푐표푣(푥 و . ا Yو  X    ا 푦) ك   .Yو  X   ا ا

ى رة أ 휌                                :و  =
∑ 푥푖푦푖−푛X Y

∑ 푥푖²−푛(X)² ∑ 푦푖²−푛(Y)²
   

                                         
، ص  25 م،      67  

0
2
4
6
8

10
12
14
16

0 5 10 15 20

ر
 ا

 
ا

ر ا ا  ا

ر): 08(ا   ا
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:  

o −1 ≤ 휌 ≤ 1 

o  ن 휌إذا  ∈ ]0; دي ]1 ط   .ر

o  ن 휌إذا  ∈ ]−1; ط  ]0   .ر

o  ن 휌إذا  = م 1 دي  ط    .ر

o  ن 휌إذا  = م 1− ط     .ر

o  ن 휌إذا  = ط 0   .  ار

  :ا  ذ   ا 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :4-4ل 

ل ا ط  ر    ا

11  13  16  6  18  12  9  17  14  7  12  푥   

10  14  15  8  15  11  10  15  14  6  10   푦    

ل  ,푐표푣(푥: و 1- 4 ا 푦) ≈ 10.36  ،푋 ≈ 12.27  ،푌 ≈ 11.64  

ط): 09(ا  ر ة ا  و 
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ن  ا 휎و  휎 ا ن نا ر  . ا Yو  X  ا

휎 = ∑( )² − (푋)² = − 12.27² = √164.45 − 150.55 ≈ 3.73  

휎 = ∑( )² − (푌)² = − 11.64² = √144.36 − 135.49 ≈ 2.98   

  :و 

휌 = ( , ) =
. × .

= .
.

≈ 0.93   

ر  ر ا و ا ت  ا ت ا ط   ر يو   دي  ط    .ار

ار ا) ب اول ا ط   ا ر   :ب  ا

ط  ا ر ه ا   ا  :  

휌 = ( , )   

 :휎 = ∑ 푛 (푥 − 푋)²      و  휎 = ∑ 푛 (푦 − 푌)²  

ى رة أ   :و 

휌 =
푛 ∑ 푥푖푦푖−∑ 푥푖 ∑ 푦푖

푛 ∑ 푥푖²−(∑ 푥푖)² 푛 ∑ 푦푖²− ∑ 푦푖 ²
  

  :5-4ل 

ل  ص  اري ا ول ا ط  ر   :2-4  ا

,푐표푣(푥: و  푦) ≈ 11  ،푋 ≈ 40  ،푌 ≈ 17  

ن ا 휎و  휎  ا ن نا ر   . ا Yو  X  ا

ع   X  20  30  40  50  60  ا

80  5  20  30  20  5  푛   

-  20  10  0  -10  -20  (푥 − 푋)   

-  400  100  0  100  400  (푥 − 푋)²   

  

휎 = ∑ 푛 (푥 − 푋)² = (400 × 5 + 100 × 20 + 100 × 20 + 400 × 5) = 10   
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ع   Y  10  14  18  22  ا

80  15  35  25  5  푛   

-  5  1  -3  -7  (푦 − 푌)   

-  25  1  9  49  (푦 − 푌)²   

  

휎 = ∑ 푛 (푦 − 푌)² = (880) = √11   

ط ر ن   ا  :و ا

휌 = ( , ) =
√

≈ 0.33   

دي(  Yو  Xو  ا  ا  ط    ).ار

ار 4.4    ا

زواج   ر    ي ا ا ري ا أ ذا ا  ا    ك أن ت ا

ار    م   : ا ا Y   X ا

푦 = 푎푥 + 푏   

                                     : 푎 = ρ = ∑  
∑ ² ( )²

푏    و            = 푌 − 푎푋  

ار   أ   : ا ا X   Y ا

푥 = 푎푦 + 푏   

                                     : 푎 = ρ = ∑  
∑ ² ( )²

푏    و            = 푋 − 푎푌 

  :6-4ل 

ل  ت ا 1- 4د  ص   .ا

 

 

 

11  13  16  6  18  12  9  17  14  7  12  푥  ا ا 

ر    10  6  14  15  10  11  15  8  15  14  10   푦ا
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ب  :ا

ار  )1 د ا  Y  X. 

؟ 8إذا    ا  )2 ر ن ا ،   ا ا   ا   ا ا

،   13إذا    ا  )3 ر ن ا ؟ ا   ا ا   ا ا

ار  )4 ر   ا Y  Xار    ا  .و  ا

 :ر   )5

a(   أن   ا ا  ، ر ن ا  .15   ا

b(    ر  .7 ،  أن   ا ا ا

  : ا

ار  )1 د ا د   .Y  Xإ

   :휎 = 3.73   ,    휎 = 2.98   ,   ρ = 0.93   ,   푋 = 0.93   ,   푌 = 11.64      

푎 = ρ = .
.

× 0.93 ≈ 0.75   

푏 = 푌 − 푎푋 = 11.64 − 0.75 × 12.27 ≈ 2.44   

ار        د ا   : Y  Xو  

푦 = 0.75푥 + 2.44   

 : ا ا 8   ا إذا  )2

푥 أ  =   :ن 8

푦 = 0.75 × 8 + 2.44 = 8.44   

ر  و          ن ا   8.44ا ا   ا

ر 13إذا    ا  )3 ن ا  : ا

ار  د ا X  Y (푥 أو   = 푎푦 + 푏).  

푎 = ρ = .
.

× 0.93 ≈ 1.16   

푏 = 푋 − 푎푌 = 12.27 − 1.16 × 11.64 ≈ −1.23   
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ار        د ا   : X  Yو  

푥 = 1.16푦 − 1.23   

푥 أ  =   :ن 8

푥 = 1.16 × 8 − 1.23 = 13.85   

 13.85ا ا   ا ا  و  

ر    )4 ار و  ا ت ا  .ار   

  

 :ا  )5

a(   ر  15   ا ا  إذا  .13.5ر   ا

b(   ر   إذا   .7 ا ا ر    7  ا

   ر 5.4

  :ولا ا

ت  ى ا ج إ ول ا  إ ة( ا ادات ا )  و ر(و ا ات) ن د د ا  :  
 2022 2021 2020 2019 2018 2017 2016 2015 ا

ج  80 90 130 120 90 110 120 130 (X)ا

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

ر
 ا

 
ا

ر ا ا  ا

ار): 10(ا  ت ا ر و   ا

푦 = 0.75푥 + 2.44 

푥 = 1.16푦 − 1.23   
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ادات   110 130 160 150 100 120 130 140 (Y)ا

 

ار  .1 د ا  Y  X  ج ادات و  ا اض أن ا  ا  . ا

؟ .2 ذا  ط،  ر  ا  ا

ادات   .3 ى ا ج  2023ر  ة 160إذا  ا إ  .أ و

  

   :ا ا

ت ا ا   د ا ول ا    ا ا  12 ا ا ا 푋)ا   ) ،  
푌)و   ) .  

5  7  6  2  3  11  4  5  9  8  12  5  푋   

11  12  11  15  16  9  14  15  10  10  8  9  푌   

ن  ا  )1 ط ا  ر  . ا. 푌و  푋ا  ا

ا  )2 ل    و     ا ار   .ا

ت ا ا    )3 د ا ا ر  ا ا إذا  أن      .7ا

اء درا إ   :1  ،  ا ج ا ا ول  019   ل و   ا  ا ب  ا أ

  : ا

ول  ر و ): 17(ا ل،  190أوزان  أ ب  ا ل(أ و ا ت  ا  و  وزان ا ر و ا   ). ا

  ) ( Xا   22.5  27.5  32.5  37.5  42.5  47.5  52.5

زن                  )( Yا

2  3  2          12.5  

2  4  1  3  1      11.5  

8  10  7  6  3      10.5  

8  9  12  10  1  2    9.5  

7  12  7  11  12  3  1  8.5  

5  8  16  6  5  1  2  7.5  

ر   )1  ؟ 10و  8 و أوزا   45و  35  ا ا  ا أ

ز ا   ا  )2  . Yو  Xد ا

د ا ا  )3 ر     47.5و  32.5أ

ري) أ )4 ا ا ،  ا ر ا ل أ  .ا 

ري) ب ا ا ،  ا ل أوزان ا   .ا 

 .ا أي  أ ) ج
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ال   )5 ر اX ا و ا ز ا   .،  ا  ا

ط  )6 ر   .ا   و وزن ا  ا  ا ا  ا

 2:  

زراء   2019  26  ت  و  10ر  ا ت  إ و   :و

ل و ا د  ن، أو س،  ت،    ، ام، ا   ،  ، ر،     .ج  

ف   اوي، ا ا ا دارة  ا ي أدى إ  ا ت و ا ف ا  ا  ا ا ا  ا  ا

ر ا ار   ا. و  ا ا  ا ت ا ف إ  ا ا ا را  ا ا آ .(و 

  ).ا

؟ ا ) 1 رو و     ة ا

؟) 2 ذا  ؟  ث ا  ت ا     ا ا ا  ا

ول و ا) 3 ن ا ، ا ى، ا   .   ا

ل  ا ا ا ) 4 ا  ا ت ا ;4000]ت ا   . ا ا [5000

ت ) 5 اري ذو  ول  ت   ت  ا   ، و (ام     ).809ا ا ا

؟) 6 ذا  ري،  اف ا ت و ا   ا  ا
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ب ا ت : ا   ا

 ا ا

Combinatorial analysis 

 

 

ا ا  :ول  

  د  Permutationsا

  ا  Arrangementsا

  ت  Combinationsا
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ول 1   ا ا: ا ا
ق             ه ا ، و   ا    ا ، و  ق   م  د     ، : ب  د ا

ت ا و ا ت. ا دوات ا    ا ه ا     ا   . و 

أ ا  ا  1.1 ب(ا   )ة ا

ق             د ا د  ت   ق ا  د ا ب  أ ا ا  ا و     ا ا  

ل ا   :ا     ا

ة و  : 1ل  ت ا دل  ا ق،  4د  إ    ا ف  ا ف  3أ ، و أ اع  5 ا أ

ت و   . ا

ب ؟ : ا ت ا ا   د ا وب،   ق و  و  ن     إذا  أن ا 

وب   ا    ر     ا و  ر و    ف ا ق   ا ر   ا ن أن   

ت ا ا    د ا   : و  

2 × 3 × 5 = 60   
دا   : 2ل  م  4  ر ام ا م    ار ا 7، 6، 5، 4، 3أر د و    د    . أن ا

ن : ا ن ا ا  د  د  ن ا   :و  7أو  5أو  3 

ق  ا  د  ن ا ول   3 ا ن ا ق  ا د  ن ا  4و  ن ا  3و  ا   .2و ا

اد ا    :د ا

4 × 3 × 2 × 3 = 72  

د  2.1  ا

ه   ت ا  د ا ء   ةإن    ا   : . ا ا

  ار د دون   .اا

 ار ا د    26.ا

ار ا) أ د دون    :  ا

د  ذة     nد  푃 ا ا  = 푛!.  

ت : ل ، ر ى    م Mا  ،S ا ،E . ف ق و  ا 푃          :    د  = 3! = 6  

 MSE ; MES ; SEM ; SME ; EMS ; ESM: ق و  6أي أ  

                                         
ت  26 ء و ا س ا اوي،    اط، 1  ة ا ر ا   13ص  م2017/2018، ا
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ا د ا   :ا

د   ة  nد ا 푃: دون     ا   دا = (푛 − 1)! 

ن  : ل م  ة  راة  11   ا ا ورون      .  

ت ا  أ   د ا ن        :푃 = (11 − 1)! = 10! = 3628800  

وي :  د  د  ن  ت   و  ن ا  ، ت      .!푛إذا و

ن أ ا : ل ة، و  و  ل  ن و      ، ، أ  ز أ د   . ار ا ا  و

س  ق ا د  푃 : و   = 4! = 24.  

ار ا) ب د     :  ا

ارا ه رت    و n     إذا 푛ا و   , … , 푛 , 푛  ه ا د  د    27:ن 

푃 , ,…, = !
! !… !

   

ت ا : ل د ا ل  )    ا(أ    .Mississipiا    

ارات   ا  10ه ا    ف، و  푛: أي 푠  4و  푖أ = 10, 푛 = 4, 푛 =  :و   4

푃 , = !
! !

= = 6300  

ا  3.1  ا

  (Arrangement)  ار ذات ون  ذة   p   و   n .   و   퐴 :  

퐴 = !
( )!

   

ر  : ل ف   إ   4ا د   أن ا ، و     . 3   ا

ب ف  أن ا  3   و : ا ر  ا   .   ا

ق ا : ا د ا ن    : أن ا  

퐴 = !
( )!

= 24   

ت  4.1  ا

  (Combinaisons)  ذات    p   ذة  n .    و퐶 :  

                                         
ن ر   27  ، ز ة  و ا ، دار ا و ت، ا ا   39، صم2011،    ا
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퐶 = !
!( )!

   

ق ا  : ل د ا ن  ل ا إذا ا أن ا    ف  3 ا ر  ا   :   ا

퐶 =
!

=
!

= = 4   

  :اص

 퐶 = 퐶 = 1 

 퐶 = 퐶 + 퐶 

 (푥 + 푦) = ∑ 퐶 푥 푦   )ر  ا  )د

اع ا 5.1   28أ

ع ) أ ر ذا أ ا  ):ا ا(ا  ا  ، ة   ار ة وا   r  ي وق  ة  nة  

ق  د ا   .푛: ن 

ق    ا   و   :عا دون إر) ب د ا   :و 

   ق د ا ن  ن ا    .퐴إذا 

   ق د ا ن  ن ا     .퐶إذا 

،   32وق  : ل ق   ا ا 4     .ت 

ب ت ا: ا ت ا   ا د ا  :  

  .ا   آن وا) 1

اا  ) 2 ع                       ب -أ:                              ا ع                         -دون ر ر   ا

  :ا

ق ) 1 د ا ن  ن ا   و   퐶:  أن ا   آن وا  = 35 960  

ن ا  و) 2 ا  ق   أن ا   ا د ا ن   :  

ع  - أ                              퐴:   دون ر = ع - ب                     040 863 ر 32:    ا = 1 048 576                        

                                         
، ص  28 م،      34   
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 التجارب العشوائية و الفضاء الاحتمالي
Randomized trials and probabilistic space  

  
 :ا اول  

 ا رب ا  ا

 ء ا  ا

 ت ا  ا

 ل ا  ا

   

 اث ا   ا
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ء ا: ا ا 2 ا و ا رب ا  ا
 

را              ، و   ا ت  ارات   ا   ما    ت، و ا    ا

، و   ن ا رد ن  ل   ة  ا ،    ر  ر    م ا م       ا

ر  ال  ا ل أن    ن ا روس  ا أ ا   .  ا 

أت و  ا            ء، و   ا و ا را  ا  ا ي   ت ا ا وع ا ت  أ 

ت   ء ا ن  ن ا ،  ا ب ا ر  أ ا ا ن ا   أور   ت  ا درا ا

ب ه ا ل     .ا

م             وف 1933و   م ا ا  ه  kolmogrovم  ت و ذ   ة    

ت س و  ا   .ا  ا

ا 1.2 رب ا   ا

ا    :  ا ا

اء  و و د و     نو . ا  أي إ رب    :ا

 وف  ا   ا رت ا   ا ة  أ إذا  دة أو  ة . رب   إذا ر 

ه ا رت  رض   ء     ا  . ا

  ا ر  (Random Experiments)رب  ا ا   رت ا       أ إذا 

وف   ا   ا

ر  . و   ا  ي  ر  ا أ  د   أن   ا ة   6و  1   ر ز

ا ه ا      .إذا 

  :  ء ا

، و     (Sample Space ) ء ا رة   ا ا     Ω.  

ء ا : 1ل  د  ة    :   ر ز

Ω = (1,2,3,4,5,6)   
ة: 2ل  ة وا د  ء   ه ا  . إ   :ء ا 

Ω = {(푃, 푃), (푃, 퐹), (퐹, 푃), (퐹, 퐹)}  
 F و ، رة  P ا   . ا

ر  : د ا ،  إذا      ء  و ذ  ا ا  ا أ   ن    أن 

ن ء ا  ن  ل ا  ة  ا   :ا
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ا م  :أ س   إ  أ ا ا ، و   ن   ء ا  و   ن   :  

 ود ود  ا ا: ء ا ا ه  د  ي   .و  ا

 ود ود   : ء     ه   د  ي  ات     إ. و  ا ة  د  ء  

د  ء  ا ات إ د  ي   ء ا ا  ، Ω: ر ا = (0,1,2, … , ∞). 

    د   ا: ء ي   ه . و  ا ص  ر    ه ا a  ا ء ا   ،

ص و  ا ا ط  Ω :ن    = {(, 푦); 푥² + 푦² ≤ 푎²}. 

ث د   :ا د  و إذا  أ Event) (و  أ  ل أن ا ، و  ء ا و      

د  أو أو ا     ا وا ه ا ا  ت  ، و إذا ا اء ا   .  إ

د  : 1ل د، إذا  ا ة ا د زو"  A  ر ز 퐴: ن" ر  = (2,4,6).  

ة: 2ل ة وا د  ء   ه ا  .   إ ء ا    : أن 

Ω = {(푃, 푃), (푃, 퐹), (퐹, 푃), (퐹, 퐹)}  

 F و ، رة  P ا ء ا.  ا ت ا   ادث    ا ن      .ا

ن  ر ر  د    .ه  퐴 = {(푃, 푃)} 

ن  ن  ر و .د  퐴 = {(퐹, 퐹), (푃, 푃)} 

ة  ا  رة وا ر  .د  퐴 = {(푃, 푃), (푃, 퐹), (퐹, 푃)} 

  :ت 

 ث ا ء ا   ا   (Ω) . 

 ث ا ن  ا ا  ا ث ا ، و  ا ي    ث ا  . و  ا

  ث ا ث ا   ل Aث ا  .퐴̅ و      ا

 ن ن ا ع ا)  ( ا ع أ  و ، أي أن و ان    ن ا  .  ا

ادث ا:  ل د،  ا ة    :  ر ز

ث  ث 7ر ر أ  : Aا   7ر ا : B،                      ا

ث  ث              ،                 1ر ا : Cا ،: Dا          ر ر زو

ث      دي : Eا  .ر ر 

  : أن
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ث  ث  Aا ، و ا ث ا ث  B ا  . 

D  وE   ،ن ن Cو  Dن   .ن 

ن، و ا   : ن  ن   ن   . 

لء  2.2  ا

ادث ادث   :ء ا ى ) Space of Events(ء ا رة أ  ، ء ا ت ا ا        ا

ء ا ادث ا     .… ,Z , U, Vو    .    ا

  : 1ل 

د  ء   Ω: ء ا  إ = (푃, 퐹)  ادث ء ا 푍: ، و   = ∅, (푃), (퐹), Ω   

د ا و  ∅  د Ωا ر أ و  ا د  ة و   د ا   .ا

  : 2ل 

ة  ة وا د  ء   Ω: ء ا  إ = (푃푃, 푃퐹, 퐹푃, 퐹퐹) 

ادث  ء ا   : و  

푍 =
∅, 푃푃, 푃퐹, 퐹푃, 퐹퐹, (푃푃, 푃퐹), (푃푃, 퐹푃), (푃푃, 퐹퐹), (푃퐹, 퐹푃), (푃퐹, 퐹퐹),
(퐹푃, 퐹퐹), (푃푃, 푃퐹, 퐹푃), (푃푃, 푃퐹, 퐹퐹), (푃푃, 퐹푃, 퐹퐹), (푃퐹, 퐹푃, 퐹퐹), Ω

   

ي  :  ادث  ء ا ء ا  nد   2  ا ا أن  د    Ω.  

ة أو  ادث- 훔ا   :29 ا

 Ω  ء.  

ت    풜ل   :    Ω  ة ادث- σأو  )Tribu(إ  وط ا ، ا   :إذا  ا

1. Ω ∈ 풜. 

2. 퐴 ∈ 풜 ⟹ Ω ∖ 퐴 ∈ 풜 

퐴)إذا   .3 ) ∈ℕ∗  إ   풜 ن  ،(∪ 퐴 ) ∈ℕ∗  إ 풜.  

وج Ωة   풜إذا  :  ل  ا  ،Ω, 풜 ل ء   س(أ    ).أو  

  :ل

 풜 = ∅, Ω ة  و  ا.  

풜 = ∅, 퐴, 퐴̅, Ω   ث ي ا ة  ل   A  ،Aو  أ    .Ωء  

                                         
، ص  29 اوي،    23  
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풜 = 풫 Ω ى ة ا   .و  ا

ء  س ا  ا سا   30:ا 

 : 푋, 풜     ،س ,푋ء   풜   μ: 풜 → ℝ :  

1. 휇(∅) = 0 

퐴)إذا   .2 )   풜    ،) أي퐴 ∩ 퐴 = ∅, 푛 ≠ 푚 (ن: 

휇(∪ 퐴 ) = ∑ 휇 (퐴 )   

,푋ا  풜, 휇 س ء   .  

ن  휇(푋)إذا  < س  μل    ∞+   .أ 

ن  휇(푋)إذا  = ل μل    1 س ا   .أ 

لا ود     :ء ا

 : Ω, 풜   ،ل :푃ء   풜 → [0,1] :  

1. 푃(Ω) = 1 

퐴)إذا   .2 ) ∈ℕ   ادث  풜      ا ، :∑ 푃∈ℕ (퐴  :ر و (

푃 ∪ ∈ℕ 퐴 = ∑ 푃∈ℕ (퐴 )   

ل أن ا  وط  ه ا ل   Ω, 풜, 푃 ل ود    .ء 

اص   : ا

 푃(∅) = 0 

  ن ن ) (  Bو  Aإذا   ،푃(퐴 ∪ 퐵) = 푃(퐴) + 푃(퐵). 

 푃(퐴) + 푃(퐴̅) = 1   퐴̅ث ث ا  Ω)أي   퐴 ا ∖ 퐴 = 퐴̅). 

  ن 퐴إذا  ⊂ 퐵  ن푃(퐴) ≤ 푃(퐵) 

 푃(퐴 ∪ 퐵) = 푃(퐴) + 푃(퐵) − 푃(퐴 ∩ 퐵) 

   إذا(퐴 ) ∈ℕ اث إذن  : أ

푃 ∪ ∈ℕ 퐴 ≤ ∑ 푃∈ℕ (퐴 )   

                                         
، ص  30 اوي،    26  
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ول  ه ا    Inégalité de Booleو  

푃(퐴: إذا  أن:  ل ∪ 퐵) = 0.8    ,    푃(퐵) = 0.6   ,   푃(퐴) = 0.45   

푃(퐴و  푃(퐴̅)ا    - ∩ 퐵).  

 :: ا

푃(퐴̅) = 1 − 푃(퐴) = 1 − 0.45 = 0.55  

퐴) أن   ∪ 퐵) = 푃(퐴) + 푃(퐵) − 푃(퐴 ∩ 퐵)  و:  

푃(퐴 ∩ 퐵) = 푃(퐴) + 푃(퐵) − 푃(퐴 ∪ 퐵) = 0.25   

ل   :ب ا

   Ω, 풫(Ω)  ،ل ل  ء   وي ا   Ω  د ل A  풫(Ω)ن   أ    A، ا

د      A   د  Ω أي:  

푃(퐴) =  ( )
 ( )

   

د   ذو  أو   : 1ل ة    .6إ  1 ز

ت  Ω:  ا = ن {1,2,3,4,5,6} د    ة ا  :و  أن ز

푃(1) = 푃(2) = 푃(3) = 푃(4) = 푃(5) = 푃(6) =   

ل   ن ا ادث ا   :ا

د  د زو" Aا 퐴أي " ر  = 푃(퐴)و ا  {2,4,6} = =  

د  دي" Bا د  퐵أي " ر  = 푃(퐵)و ا  {1,3,5} = =  

د  د أو" Cا 퐶أي " ر  = 푃(퐶)و ا  {2,3,5} = =  

ن  د 푃(퐴): ن أي Bو  A أن ا + 푃(퐵) = 1       ،   퐴 = 퐵 

ان : 2ل ر   2022  ول ا ى ا ان،  إ ب ا ا ا  ل(ر  20أ أ  30و ) ر

اء 20ر و  15،  )ء(ر  ر    .ر 

ب ن ا ر : ا ل أن  ا  ا ؟ ) ر(إذا ا  ا    ه أ     أو 

   : ا

 A  ر ر ي  ا ا ث ا  .)ر(ا

 B ه أ ر  ي  ا ا ث ا  .ا
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푃(퐴: ن و  ∩ 퐵) = 푃(퐵)        و     =      ,       푃(퐴) =    

ر  ل  دث   B أو A إن ا ر ا ل  퐴 ا ∪ 퐵 أي أن: 

ه أ   ر ر أو  ن ا ا ل أن    .و  ا

لا تا 3.2     و ا

ت ا و               ت ا   ا ت، ذ أن ا اث ا  أ   ا ا

ادث ت ا ة    ا ت  م ا.  أن إ  ل  ادث ا  ار و أن 

  .ا

  :ل اا

ل ا  ث و  ) Conditional Probability( م ا ع  ث آ و   A و و   B  و 

ل  ا ا 푃: ، و   (퐴)  أو푃(퐴/퐵).  

ي د   : ل  ة  ة،  6إ  1 ز Ω: ء ا ة وا = (1,2,3,4,5,6)  

ادث ا    : ا

퐴 = {1,3,5}         ,         퐵 = {2,4}       ,          퐶 = {3,4,6}          ,        퐷 = {1,2,3,4}  
ادث  ه ا ع  ت و  :ا

푃(퐴) = =      ,     푃(퐵) = =         ,      푃(퐶) = =        ,       푃(퐷) = =   

د    : ن Aإذا  ا

푃 (퐵) = = 0     ,     푃 (퐶) =      ,       푃 (퐷) =   

د   أن وث ا ل  د  Cا                                 : Aط  ا

푃 (퐶) =  ( ∩ )
 ( ) 

=
 ( ∩ )

 ( )
 ( )
 ( )

= ( ∩ )
( )

  

:  

 Ω, 풜, 푃  ء ا و퐵 ∈ 풜  푃(퐵) > 0  ،퐴 ∈ 풜 ف:  

푃 (퐴) = ( ∩ )
( )

  

ث  ل ا  ا    A  ث    .و  Bو 

  :  ا ا  أن :

푃(퐴 ∩ 퐵) = 푃(퐵)푃 (퐴) = 푃(퐴) 푃 (퐵)   



68 

 

د و أو ن أي ا ا    ب   .و  ة ا ة ا  ، و    Multiplication  Ruleو  ا

د ادث  .   ث    : أ 

푃(퐴 ∩ 퐴 ∩ 퐴 ) = 푃(퐴 ). 푃(퐴 ∖ 퐴 ). 푃(퐴 ∖ 퐴 , 퐴 )   

م،  أ    :د  nو  ا

푃(퐴 ∩ 퐴 ∩ … ∩ 퐴 ) = 푃(퐴 ). 푃(퐴 ∖ 퐴 ). . . 푃(퐴 ∖ 퐴 , 퐴 , … , 퐴 )   

 :1ل 

زع   ة،  ارس ا  م ا  ا ء( ا  Bو  A إ   400  ا ت أو   ). ر

ول  ر  )18( ا ز   ا ت  (G)ا ا  .(F)و ا

 

 

  

ر) 1 ن ا ا ل أن  ، ا ا ا ر     : ا

ء. ب.                    . أ            .رس 

ء؟) 2 رس  ن  ل أن  ،   ا ر أ  )(  أن ا ا

ة ) 3 ت    .ا

  :ا

ر أ  .أ) 1 ن ا ا ل أن   :ا

푃(퐹) = = =   

ء  .ب   رس  ر  ن ا ا ل أن   : ا

푃(푇) = = =   

و) 2              :                        ا ا

푃 =
ء ر  ا  ت ا د ا

ت ا د ا
= =   

ل ا: ا ا     ن ا    .م 

        ا 

ا             

ت    )T(ء   )M(ر

ر   G 130 50 ذ

ث   F 140 80 إ
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푃 (푇) = ( ∩ )
( )

=
80

400
11
20

= 4
11  

ت) 3   : ة ا

ت): 11(ا    .ة ا

  

اا .  4ح   12   : 2ل   .ا    ا

ة.  ن   ل أن   .ا ا

ول  퐴:  ض أن:  ا ح ا   .ا

                      퐴 ح ا   .ا

                    퐴  ح ا   .ا

د  퐴أي أن ا ∩ ∩ 퐴 ة ن.  أن ا ا    :و  ذ 

푃(퐴 ∩ 퐴 ∩ 퐴 ) = 푃(퐴 ). 푃(퐴 ∖ 퐴 ). 푃(퐴 ∖ 퐴 , 퐴 )  
= × × =   

ت ا  1.3.2   ا

ل،  أ       ب  ن ا ل  اث   ك  ا وث ا ل ا    ا ا  إن أ ا

ث ا ا   ا  ن  ت ا    31.  ا

:  

اث  퐴ا , 퐴 , … 퐴   (Partition)  ء اΩ ن 퐴  ، إذا  ∪ 퐴 ∪ … ∪ 퐴 = Ω  , 퐴 ∩ 퐴 = ∅ i  و 

j  ،ن 푃(퐴  و ) > 0  푖 = 1,2,3, … , 푟 .    :32  

                                         
،  ر   31   59ص  ،  
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ادث :ل ة  ا ة وا د  ة    :  ر ز

퐵 = {1,3}   ,   퐵 = {2,4,5}   ,   퐵 = {6}   
퐶 = {1,3,5}   ,   퐶 = {1,4,5}   ,   퐶 = {3,6}   

퐵:  أن 퐵 و  ، 퐵   ، ء ا   퐶 퐶 و  ، 퐶 ل ن    ء ا     .  

 :  

 A  ء ا ل     Ω  و ،퐵 … 퐵 ، 퐵 ن ء  ا ا  :  

푃(퐴) = 푃 (퐴). 푃(퐵 ) + 푃 (퐴). 푃(퐵 ) + ⋯ + 푃 (퐴). 푃(퐵 )  
 

ن   :  :ا

퐴 = (퐴 ∩ 퐵 ) ∪ (퐴 ∩ 퐵 ) … ∪ (퐴 ∩ 퐵 )   
ت    ه ا ن     : )12(    ا و  

 

 

 

 

  

  

ت و  ن  ا  :  

푃(퐴) = 푃(퐴 ∩ 퐵 ) + 푃(퐴 ∩ 퐵 ) + ⋯ + 푃(퐴 ∩ 퐵 ) = ∑ 푃(퐴 ∩ 퐵 )   

 :و  أن

푃(퐴 ∩ 퐵 ) = 푃 (퐴). 푃(퐵 )  

  :ن

푃(퐴) = ∑ 푃 (퐴). 푃(퐵 )   

                                                                                                                                                   
، ص 32   ،   59 ر  
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ز    :ل ص  ل   ول ا 400   : إ   ا     ا

  

  

  

ت ا ة ا  :و   

  

ء  رس  ر  ن ا ا ل أن  ت ا)T(ب ا ن ا   ،:  

푃(푇) = 푃 (푇). 푃(퐺) + 푃 (푇). 푃(퐹)  

= × + ×   

=   

ل ا(   2.3.2      )ا

ا         ت  ءا   وض  ت  ا ب ا ف إ  ، و   ت ا ت ا    أ 

  .أو 

 A  ء ا ل     Ω  و ،퐵 … 퐵 ، 퐵 ن ء  ا ا  :33  

∀푗 ∈ {1,2, … , 푟};           푃퐴 퐵푗 = ∩
( )

=
푃 퐵푗 푃퐵푗(퐴)

∑ 푃(퐵푖)푃퐵푖(퐴)푟
푖=1

   

                                         
ر  33 ا ا ء، ا ا ت و ا  75، ص م2018را  ، ا

        ا 

ا             

ت    )T(ء   )M(ر

ر   G 130 50 ذ

ث   F 140 80 إ
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اث  ة  و ا   ا 퐵)و     ) , ث  ,…, ع ا ب ا أدت إ و   . A أ  دور ا

  :1ل

ء  رس  ن ا ذ  أ  ل أن  ،  ا ص  ل ا ا  : .  ا

                                              푃 (퐺) = ( ∩ )
( ) = ( ) ( )

( ) 

   =
×

  

= × = ≈ 0.38                                 

  :2ل

دد  ا     ت ا     ى  ت إ ، ا اب  ا  ا

퐹 퐹  و   ، 퐹 ا ه ا  ا ر   . إ ا %20 ، %35، %45،  ا   ج  ل إ  أن ا

ه ا   ا   .0.12 ، 0.15 ، 0.08: ا 

ب ه ا : ا ر   ى     :إذا ا

ر  -1 ن ا ل أن    .ا

ن  ا  -2 ل أن  ر   ا   .퐹إذا  أن ا

 : ا

 퐵  ج ا "ادث ر  إ 퐹."                    1ا ≤ 푖 ≤ 3 

       A  ر "د     "ا

푃(퐵:  أن ) = 0.20          ,           푃(퐵 ) = 0.35         ,            푃(퐵 ) = 0.45                                 
푃 (퐴) = 0.12          ,           푃 (퐴) = 0.15         ,           푃 (퐴) = 0.08   

ة  ت   :ا  

ت ا ا): 13(ا  .ة ا  
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ر  -1 ن ا ل أن    :ب ا

 ، ت ا ن ا    

푃(퐴) = ∑ 푃(퐵 )푃 (퐴) = 0.2 × 0.12 + 0.35 × 0.15 + 0.45 × 0.08 = 0.1125  

ر  ا  -2 ن ا ل أن    : أ  푭ퟐب ا

 ، ة     

푃 (퐵 ) =
( ) ( )

( )
= . × .

.
≈ 0.47   

ادث ل ا  :إ

ن) أ ن ا ن   :ا ث  Bو  Aل   ع ا ن و ن إذا  ع  Aأ  ل و   34:أي B   ا

푃 (퐵) = 푃(퐵)   

푃(퐴         :  أن :  ∩ 퐵) =  푃(퐴)푃 (퐵)  و: 

 푃(퐴 ∩ 퐵) =  푃(퐴)푃(퐵) ⟺ ن  퐵 و 퐴   

ة ا: 1ل اث ا و   أ ة ا اث ا ن  أ  ، د  ة  ء ز   . إ

و    :2ل ة ا اث ا  ن ا ع،  ر ات     ا ة ا   اث ا   .أ

ل    : 3ل  ، ا ن    ا ف.  ول و  د  ل     . ا

:             퐴  " ول   " ا ا "  퐴                                "   ا ا

ف  د إ  퐴: و   = 퐴 ∪ 퐴 . 

푃(퐴ب  ∪ 퐴   : أن: (

푃(퐴 ∪ 퐴 ) = 푃(퐴 ) + 푃(퐴 ) − 푃(퐴 ∩ 퐴 )  

ن  퐴و  أن ا ن 퐴و      :ن 

푃(퐴 ∪ 퐴 ) = 푃(퐴 ) + 푃(퐴 ) − 푃(퐴 ). 푃(퐴 )  

= + − = 0.82   

  

  

                                         
، ص  34 م،      53 
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ا: 4ل ر   ص،  ا ت    أ    .  

 :A " ان ر(ا  و   ". ا) ذ

       B "ل  ا   ".ا  أ

ن  -     د   ن؟ Bو  A ا

  :ا

د 5ا    ص أي أن   أو   :. gو    f   . أ

Ω = (푔푔푔, 푔푔푓, 푔푓푓, 푓푓푓)  

퐴 = (푔푔푔, 푔푔푓)                  أي أن: ان "  ر(ا  و " ا) ذ  A  

퐵 = ( 푔푔푓, 푔푓푓) ل  ا"  :                       أي أن" ا  أ  B 

퐴 ∩ 퐵 = ( 푔푔푓)  

푃(퐴) = = ;           푃(퐵) = = ;          푃(퐴 ∩ 퐵) =   

푃(퐴:  أن ∩ 퐵) =  푃(퐴)푃(퐵)  ن   .ن Bو  Aو  ا

ت ا  : 5ل  رة   ا ض أن ا ا ال ا   ص  4 ا   .أ

ص أي أن  و  4ا     :. أ

Ω = (푔푔, 푔푓, 푓푓)  

퐴 = (푔푔)                  أي أن: ان "  ر(ا  و " ا) ذ  A  

퐵 = ( 푔푓) ل  ا"  :                       أي أن" ا  أ  B 

퐴 ∩ 퐵 = (∅)  

푃(퐴) = ;           푃(퐵) = ;          푃(퐴 ∩ 퐵) = 0  

푃(퐴:  أن ∩ 퐵) ≠  푃(퐴)푃(퐵)  ن   .  Bو  Aو  ا

 :  

ن  ل ا  أن ا ن  B و A ا ن  ق   ا  ا  ا ن، و )  (ن،  ن  و 

ع ا م و ل   ع أ  ن و ن    ن   ن    .  

ة اث   ا أ  أ  ، ة ا    ن     .و ا
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اث ل  أ   :ا

اث :  ن Cو  A ،Bل إن ا   35: إذا و  إذا 

1. 푃(퐴 ∩ 퐵) = 푃(퐴)푃(퐵) 

2. 푃(퐵 ∩ 퐶) = 푃(퐵)푃(퐶) 

3. 푃(퐴 ∩ 퐶) = 푃(퐴)푃(퐶) 

4. 푃(퐴 ∩ 퐵 ∩ 퐶) = 푃(퐴)푃(퐵)푃(퐶) 

ء ا : ل   ، د  ة  ء ز    :  

Ω = {(1,1), (1,2), … , Ω        و           {(6,6) = 36   

اث ا   :و  ا

و"   "ر ر زو  ا ا 퐴  

دي  ا ا"   "ر ر  퐴  

"ع ا زو "   퐴  

푃(퐴 ) = 푃(퐴 ) = 푃(퐴 ) =   

푃(퐴 ∩ 퐴 ) = 푃(퐴 ∩ 퐴 ) = 푃(퐴 ∩ 퐴 ) =   

푃(퐴 ∩ 퐴 ∩ 퐴 ) = 푃(∅) = 0  

     ، ث   اث ا ه ا   .و  

ن أي     : 2ل ل أن  ، ا ة0.2  ن   ل أن  ت،   ا ث  ع    ،.  

  :ا

ل أن  ة  0.2ن أي      أن ا ن أي   ل أن  ن ا  ،0.8.  :  

ة"   و  "ا ا 퐴  

ة "    "ا ا  퐴  

ة "    "ا ا  퐴  

ن 퐴و  퐴 ،퐴 أن    :ادث  

                                         
35  ، ،ر     67ص   
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푃(퐴 ∩ 퐴 ∩ 퐴 ) = 푃(퐴 ). 푃(퐴 ). 푃(퐴 )   

                                           = 0.8 × 0.8 × 0.8 = 0.51  

  :دث nا إ 

ادث :  وط퐴 ،،퐴...، 퐴ل  ا   :أ  إذا  ا

푃 퐴 ∩ 퐴 = 푃(퐴 ). 푃 퐴                     1 ≤ 푖 < 푗 ≤ 푛                                      

푃 퐴 ∩ 퐴 ∩ 퐴 = 푃(퐴 ). 푃 퐴 . 푃(퐴 )       1 ≤ 푖 < 푗 < 푘 ≤ 푛                                              

.   

.   

.   

푃(퐴 ∩ 퐴 ∩ … ∩ 퐴 ) = 푃(퐴 ). 푃(퐴 ) … 푃(퐴 )   

و    د ا د ا    퐶ا ة ا    퐶ط و ا د ا ا إ ا د . ط 퐶ط و  أي أن 

ادث   ه ا ن  ا    وط ا   :ا

퐶 + 퐶 + ⋯ + 퐶 = (1 + 1) − 퐶 − 퐶 = 2 − 푛 − 1   

ر ا ا  ا ا   : ا

ادث :  ن퐴 ،،퐴...، 퐴ل  ا   :أ  إذا 

푃(∩ ∈ 퐴 ) = ∏ ∈ 푃(퐴 )   ;    퐼 ⊂ (1,2, … , 푛)  

4.2    

ول: ء ا  ا

ة  yو  xن  ف  وا د    س،      . را 

وي  ي ر  ف  م إ ا ل  وي   ا ف  ول  ا ل إ ا   .و ا

 A  وB  د:  

 A  :                           ف ول ا ف: Bد إ ا   .د إ ا ا

P(A) أن  -1 = P(B)و    =. 

ف  Pا  -2 ل إ ا  .ا

ة  ا Pا  -3 ف  وا ل إ ا  .ا

ل  -4 ف  أ   ا ا   Pإذا  أن ا ن ا ف  ب ا ول  أ  .ا

ة  Pا  -5 ف أ  وا ف  أن ا ب ا ول  أ ا ا ن ا ل أن   .ا
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ء ا   : ا

ن  ن و ا ا yو  xا   .ر

ه ا  ا x ا  ف و   ب ا ي أ ن  ا ا ا  y، و     ا إذا 

ة   ا. د ا  ى  ت ا   .أ  ا

د   وم،   푛 أ     :A ة  xد ا :      푛ز  ا

                                                     B ة  yد ا :       푛ز  ا

                                                       C ة  :     푛د ا   ا

ت ا )1 P(A: ا ا ) ، P(B P(Cو ( ). 

ل ا  -أ )2 Pا ا (C 푃(C ا   ( )   P(퐶 ). 

P(퐶:  أن - ب ) =  
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 العشوائي الحقيقيالمتغير  

The real random variables             

ا ا   :ول  

 ز ل،  ا  .ن ا

   ا ف و ر ا   ، ، ا  . ا ا

 وم، ا ا   ا. ا ا 
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ا اا : ا ا 3   ا
م              ا   ، ت  ا  ر ت أو  رة   ا  ن ا ا   ن    ا

ء ا إ  ا إذن  دا     ،  ا ا د    ا ا   .   إ  

ا إ     :و  ا ا

ا ا  .1 ات ا دا  أو    او  ا : Discrete Random Variablesا  . 

ا ا  .2 ات ا ة(ا ل  و  ا: Continuous Random Variables) ا ود أو     

  .ود

ة  وف ا ا ف  ا م  ا   ة  …,X, Y, Zو   ا وف ا ا   و  ا  

x, y, z, …  

ة  :  1 ل ت  أ د  5د ا :X،           푋أو {푥 = 0,1,2,3,4,5}  

،     :  2ل                                     Ω = {(F, F), (퐹, 푃), (푃, 퐹), (푃, 푃)}     

   X  ر ا ات  د     

:و    

푋(Ω) = {0,1,2} 

ا ا 1.3   ا ا

ز ا      :اا

ز ا وث ا ا  أن   )Probability Distribution(ا ت  ي  ا ل  ا ن ا أو 

ار ا  ا  أن  ا 36.ا   . آ  ا

اإذن  ل ا ا ف   f ا  X ا ن ا   :ا

                                             푥
               

⎯⎯⎯ 푓(푥 ) = 푝(푋 = 푥 ) = 푝 

 ∑ 푝 = 푝(휙)و  1 = 푝(ℝ)و   0 = 1  

                                         
، ص  36   ،   76ر  
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ا ا  ا ز ا  ا ول ا ول ( و      : )19ا

∑   푥   ...  푥   푥   X 

1  푓(푥 )   …  푓(푥 )   푓(푥 )   P(X=x)  

  

ا :  푓(푥ا ا ا  ( وط اX دا ا ا  ا   :، و   أ  ا

1 (푓(푥) ≥ 0  푥 ∈ 푋 

2 (∑ 푓(푥 ) = 1  

ا : 1ل  ف ا ا  ، د  ز ا   X  ر   ، ا ا ي   ا      X. ا ا

ل   ::  ا

푃(푋 = 1) = 푃(푋 = 2) … = 푃(푋 = 6) = 1/6  

ول ا   :و    ا

6  5  4  3  2  1  X 

                  P(X=x)  

ول ا ع ا    ا ا   ن ا ا د و  ي    :أ إذا ر 

12  11  10  9  8  7  6  5  4  3  2  X 

                            P(X=x)  

  :2ل

ا   : ا

푓(푥) =
      , 푥 = 0,1,2,3,4

  ذ    ,           0
�   

  .أ أ دا  ا

:   

    : دا  ا   ا 푓(푥)ت أن 

푓(0) = 0, 푓(1) = ,     푓(2) =  ,   푓(3) = ,   푓(4) =   



81 

 

푓(푥): أي أن ≥ 0  푥 ∈ 푋   ولو   . ط ا

  :  أن

∑ 푓(푥) = 푓(0) + 푓(1) + 푓(2) + 푓(3) + 푓(4) = 0 + + + + = 1   

  . ط او  

ا ا أن  ن ا ن   푓(푥) دا  ا .  

ا ز ا   :دا ا

ا :  ز ا ا ا  ا  Fدا ا ا  a ا ع ا ا ل و ن  X ا  X  أ  أو

 .aوي 

ز ا :1ل ول ا  دا ا ا ا  fا   .X ا

ا  Fإذا   ا  ا ز ا   :و Xدا ا

F(2), F(3), F(4), F(4.5), F(5), F(7).  

  : ا

퐹(2) = 푃(푋 ≤ 2) = 0                   ,                   퐹(3) = 푃(푋 ≤ 3) = 0.5  

퐹(4) = 푃(푋 ≤ 4) = 0.5 + 0.3 = 0.8         ,                퐹(4.5) = 푃(푋 ≤ 4.5) = 0.8  

퐹(5) = 푃(푋 ≤ 5) = 1                   ,                   퐹(7) = 푃(푋 ≤ 7) = 1   

 

ا ز ا اص دا ا  :  

1. 푃(푋 > 푎) = 1 − 푃(푋 ≤ 푎) = 1 − 퐹(푎) 

2. 푃(푎 < 푋 ≤ 푏) = 퐹(푏) − 퐹(푎) 

ا   :ل ز ا ول ا    دا ا ا ا  Fا   .X ا

ب د  : ا   :إ

푎) 푃(1 < 푋 ≤ 3)            푏) 푃(2 < 푋 ≤ 5)              푐)  푃(푋 > 2)  

  :ا

푎) 푃(1 < 푋 ≤ 3) = 퐹(3) − 퐹(1) = 0.6 − 0.15 = 0.45  

푏) 푃(2 < 푋 ≤ 5) = 퐹(5) − 퐹(2) = 1 − 0.2 = 0.8   

푐)  푃(푋 > 2) = 1 − 푃(푋 ≤ 2) = 1 − 0.2 = 0.8   

5  4  3  푥  

0.2  0.3  0.5  푓(푥)   

5  3  2  1  x  

1  0.6  0.2  0.15  퐹(푥)   
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 :2ل

  푓(푥)  ا ا   :،  Xدا ا ا  ا

푓(푥) =
          , 푥 = 1,2, … ,20

0                  ,   ذ
�   

،  ا    - ا ز ا 푃(2أو دا ا < 푋 ≤ 4), 푃(푋 ≤ 3), 푃(푋 > 2) 

  : ا

 :  

퐹(푥) = ∑ 푓(푛) = ∑ 푛 = ∑ 푛 = ( ) = ( )   

ا   ز ا ن دا ا   :و  

퐹(푥) =
0            ,                    푥 < 1

( )   , 푥 = 1,2, … ,20
  1             ,                   푥 ≥ 20

�   

 

푃(10ب    < 푋 ≤ 14), 푃(푋 ≤ 14), 푃(푋 > 10) 

푃(푋 ≤ 14) = 퐹(14) = × = = 0.5  

푃(푋 > 10) = 1 − 푃(푋 ≤ 10) = 1 − 퐹(10) = 1 − = ≈ 0.74  

푃(10 < 푋 ≤ 14) = 퐹(14) − 퐹(10) = 0.5 − = ≈ 0.24   

  : اا

ت و  ا ا  ء و ا م  ا أ   Mathematical expectation ا ات .  ا  

ا ا  푥و ا  ا  Xا , 푥 , … , 푥   نX )ف ) أو ا ا:  

퐸(푋) = 푥 푃(푋 = 푥 ) + ⋯ + 푥 푃(푋 = 푥 ) = ∑ 푥 푃(푋 = 푥 )  

ر  ام دا ا ا  푃(푋أو    = 푥 ) = 푓(푥   :أي (

퐸(푋) = 푥 푓(푥 ) + ⋯ + 푥 푓(푥 ) = ∑ 푥 푓(푥 ) = ∑ 푥푓(푥)  

  . x أن ا ا     

 1: 

ن  و  ت    : أ إذا   ا

퐸(푋) = ⋯   

푥و ا   ا ا   , 푥 , … , 푥. 

ر  ر  أر   ل  د، ا ة  ل   ر ز   و ،   ا

퐸(푋) = 1 × + 2 × + ⋯ + 6 × = ⋯ = 3.5   
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 2:  

ا  ا  X    μا ا  ا ز  Xو   ا  ا   .Xو    ا

ز ا : 1ل ول ا  دا ا ا ا  fا   .X ا

  

  

ا ا    :  X ا ا  ا

퐸(푋) = ∑ 푥푓(푥) = 3 × 0.5 + 4 × 0.3 + 5 × 0.2 = 3.7   

،  ا : 2ل  د   ة  را إذا  ا  20  ز را إذا  ا  40، و 2د را إذا  30، و  4د د

ا أو را إذا  ر آ6 ا    .  ا ا أن . ،    

 : ا

 X ه ي  أو  ي  ا ا ا ا   و . ا ا

Ω = {1,2,3,4,5,6},          X Ω = {0,20,40, −30} ,  

ل   ول ا  : Xن 

-30  +40  +20  0  푋   

1/6  1/6  1/6  3/6  푃( 푋 = 푥)   

  :و   ا أو ا 

퐸(푋) = 0 × + 20 × + 40 × − 30 × = 5   

ا د  أن  ا . د 5 أن ا  أن   و  ن ا    .د   5 

:  

  X  ز ا ا  دا ا ا f(x)ا  ن  ا   ،u(X)  ف:  

퐸[푢(푋)] = ∑ 푢(푥)푓(푥)  

  

  : دا ا ا   : ل

푓(3) =    ;      푓(2) =    ;    푓(1) =    ;    푓(0) =   

  :دا    푢(푋)و  

푢(푋) =
푋 − 1     푖푓    푋 = 0,1
푋           푖푓    푋 = 2,3

�  

ب  .푢(푋)و  Xب    : ا

5  4  3  푥  

0.2  0.3  0.5  푓(푥)   
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  :  X  : ا

퐸(푋) = ∑ 푥푓(푥) = 0 + 1 + 2 + 3 = =   

  :   푢(푋)أ  

퐸[푢(푋)] = ∑ 푢(푥)푓(푥) = (−1) + 0 + 2 + 3 = − = −   

  :اص ا ا

اص ا د ا ا   ا   :  و

1  (퐸(푐) = 푐  c .  

2 (퐸[푐푢(푋)] = 푐퐸[푢(푋)]  c  و u دا.  

ن ) 3 푐إذا  , 푐 , … , 푐  ا و푢 , 푢 , … , 푢 ن   :دوال 

퐸[푐 푢 (푋) + 푐 푢 (푋) + ⋯ + 푐 푢 (푋)] = 푐 퐸[푢 (푋)] + 푐 퐸[푢 (푋)] + ⋯ + 푐 퐸[푢 (푋)]   

ن   :ا

1 (  

퐸(푐) = ∑ 푐푓(푥) = 푐 ∑ 푓(푥) = 푐   

∑ن  푓(푥) = 1.  

2 (:  

퐸[푐푢(푋)] = ∑ 푐푢(푥)푓(푥) = 푐 ∑ 푢(푥) 푓(푥) = 푐퐸[푢(푋)]   

3 (:  

퐸[푐 푢 (푋) + 푐 푢 (푋) + ⋯ + 푐 푢 (푋)] = 푐 ∑ 푢 (푥) 푓(푥) + 푐 ∑ 푢 (푥) 푓(푥) + ⋯ + 푐 ∑ 푢 (푥) 푓(푥)  

= 푐 퐸[푢 (푋)] + 푐 퐸[푢 (푋)] + ⋯ + 푐 퐸[푢 (푋)]                                

  :ل

 X ز ا ا ا  دا ا   :ا 

푓(푥) =
   , 푥 = 2,3

 ذ   ,     0
�  

     푋²  2و(X + 2)(X −   ؟(2
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  :ا

퐸(푋 ) = ∑ 푥 = ∑ = + = = 7  

퐸[2(X + 2)(X − 2)] = 2E(X − 4) = 2[E(X ) − E(4)] = 2(7 − 4) = 6   
: 

اف  ا  )Variance(ا   س   X  ا 휇     وV و   ا:  

푉(푋) = 퐸[(푋 − 휇) ] = 퐸(푥 ) − 퐸 (푥)  37 

ه ا  ن    :و 

푉(푋) = 퐸[(푋 − 휇) ] = ∑ (푥 − 휇) 푓(푥 ) = ∑ (푥 − 2휇 푥 + 휇²)푓(푥 )  

= ∑ [푥 푓(푥 ) − 2휇푥 푓(푥 ) + 휇²푓(푥 )] = ∑ 푥 푓(푥 ) − 2휇 ∑ 푥 푓(푥 ) + 휇² ∑ 푓(푥 )  

= ∑ 푥 푓(푥 ) − 2휇² + 휇² = ∑ 푥 푓(푥 ) − 휇² = 퐸(푥 ) − 휇²   

:  

 X   ا   :، إذنV(x)ا 

1 (푉(푋 + 푐) = 푉(푋) 

2 (푉(푐푋) = 푐²푉(푋)  

ن    :ا

1 (푉(푋 + 푐) = 푉(푋) :  

푉(푋 + 푐) = 퐸(푋 + 푐) − 퐸 (푋 + 푐)  

                                     = 퐸(푋 + 푐 + 2푋푐) − 퐸(푋 + 푐)퐸(푋 + 푐) 

 = 퐸(푋 ) + 푐 + 2푐퐸(푋) − [퐸(푋) + 푐]                                                

                                               = 퐸(푋 ) + 푐 + 2푐퐸(푋) − 퐸 (푋) − 푐 − 2푐퐸(푋) 

   = 퐸(푋 ) − 퐸 (푋) 

= 푉(푋)            

2 (푉(푐푋) = 푐²푉(푋):   

푉(푐푋) = 퐸(푐푋) − 퐸 (푐푋)  

= 퐸(푐²푋 ) − 퐸(푐푋)퐸(푐푋)                        

= 푐²퐸(푋 ) − 푐²퐸 (푋)                    

= 푐²[퐸(푋 ) − 퐸 (푋)]                 

= 푐²푉(푋)        

  

                                         
، ص 37 اوي ،    73  
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ا 2.3   ا ا ا

، و    ي    ،  ا ا ا ل. 38 د    ا ا  دا ا ا   :  ا

  م ة  ا ن ا   푋}:  ا = 푥: 10 < 푥 < 40} 

 ام 푋}: أوزان ا  = 푥: 55 < 푥 < 80} 

ز   :ا ا ا

ا ا ل أن ا ا ر     푏و  X     푎 ب ا ب ا أ ا ا   ،

  :  ا أ

ز ا ا): 14(ا    . ا

 

 

  

  

  

  

ب ا   :و  ذ 

푃(푎 < 푋 < 푏) = ∫ 푓(푥)푑푥  

ز :    :  ا  اا ا ادا 

퐹(푥) = 푃(푋 ≤ 푥) = ∫ 푓(푢)푑푢   
ا    : ا ا 푓(푥) ا

1. 푓(푥) ≥ 0 
2. ∫ 푓(푥)푑푥 = 1 

ا    .ا  ا ا  دا ا 푓(푥)ا

  :دا  푓(푥)   :ل

푓(푥) =
푐푥²    0 < 푥 < 3
 ذ               0

�   

ا  c ا  .1 ن ا  푓(푥) ل  .دا  ا

2.  푃(1 < 푋 < 2).  

ا .3 ز ا  . دا ا

                                         
، ص ر   38   ،133  
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  :ا

ن ا .  1 و  أن    :، أ   ا  c  ا ا

∫ 푓(푥)푑푥 = ∫ 푐푥²푑푥 = � = 9푐 = 1 ⇒ 푐 =   

ن دا ل   و     : ا

푓(푥) =
푥²    0 < 푥 < 3

 ذ               0
�   

ل . 2 푃(1د ا < 푋 < 2) :  

푃(1 < 푋 < 2) = ∫ 푥²푑푥 = � = − =    

ا. 3 ز ا د دا ا   :إ

ا   ز ا ن دا ا   :و  

퐹(푥) =
0            ,                    푥 < 0

          ,           0 < 푥 < 3
  1           ,                     푥 ≥ 3

�   

وم 3.3  ا

م  م   (Moment)ا ة   دة  ة  ت  ء و ا راع(  ا ة  ا ة ا ) ا  إ ا

ا  .ل   ل ا  f(x)م      .c ا 

، و ا   ا  ري، ا اف ا ، ا ب ا ا ا  اج  وم    ... .م ا

اا   : م ا

ل  ا) أ ا  م ا   :ا

ا :  م ا م  ا (ف ا ا ) ل  ا rا ، و    rة  x ا ا ل  X ا

  :ا ا

푚 = 퐸(푥 ),   푟 = 1,2,3, …   

ن  -1 ا    ا  Xإذا   P(X) ن:  

푚 = 퐸(푥 ) = ∑ 푥 푃(푥)   
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ن  -2 ا    ا  Xإذا   푓(푥) ن:  

푚 = 퐸(푥 ) = ∫ 푥 푓(푥) 푑푥  

ج ل  ا  أن: ا م    :  ا

  ن 푚:  أن r=1إذا  = 퐸(푥 ) = 휇 ل  ا ول  م ا  .و  

ا ) ب ي ا م ا ا (ا م اا   )ل ا اأو ا

ا :  ي ا م ا م  ا (ف ا ا ) ل ا ا rا   : ا ا X ا

푀 = 퐸(푥 − 휇) ,   푟 = 1,2,3, …   
ن  -1 ا    ا Xإذا   P(X) ن:  

푀 = 퐸(푥 − 휇) = ∑ (푥 − 휇) 푃(푥)   
ن إذ -2 ا    ا  Xا   푓(푥) ن:  

푀 = 퐸(푥 − 휇) = ∫ (푥 − 휇) 푓(푥) 푑푥  

ج م: ا ي  أن   ا   :ا

  ن 푀:  أن r=1إذا  = 퐸(푥 − 휇) = ي 0 م ا ول و   ل ا ا ا ول  م ا  .أو ا

  ن 푀:  أن r=2إذا  = 퐸(푥 − 휇) = 푉(푥) ي م ا  .ا   ا أي أن ا

وما ة    :ا ا

ة  ا ا ن  ا وم،  The Moment generating function (m,g,f)م وف ا د  ا ف    و ا   

دةXإ   ن    ،.  

:  

ن  - ا    ا Xإذا   P(X) ن:  

푀 (푡) = 퐸(푒 ) = ∑ 푒 푃(푥)   

ن  -2 ا    ا  Xإذا   푓(푥) ن:  

푀 (푡) = 퐸(푒 ) = ∫ 푒 푓(푥) 푑푥   

:  

ن  وم  Xإذا  ة  ا دا ا 푀ا  (푡)  ن ا Y=aX+bو  وم  ا ة  ا ا ن ا  ،Y   :  

푀 (푡) = 푒 푀 (푎푡)   

 :  

푀 (푡) = 퐸(푒 ) = 퐸 푒 ( ) = 퐸(푒 ) = 퐸(푒 )퐸(푒 ) = 푒 푀 (푎푡)   
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ن : 1ل وم إذا  ة  ا ا    دا  ا Xاو ا

푓(푥) =    , 0 < 푥 < 푏   

    :ا

푀 (푡) = 퐸(푒 ) = ∫ 푒 푓(푥) 푑푥 = ∫ 푑푥 = � 푒 = (푒 − 푒 ) = (푒 − 1)  

ن : 2ل وم إذا  ة  ا ا    دا  ا Xاو ا

푃(푋) =    , 푥 = 1,2,3   

  : ا

푀 (푡) = 퐸(푒 ) = ∑ 푒 푃(푥) = 푒 + 푒 + 푒 = + +   

وم ة  ا ا ام ا ل  ا  م  د أي    إ

د   وم إذا و  ز ا  دا  ا 푀 أن  푇ل أن ا (푡)   ودة |푡|ن  ≤ 푇 .ه ا  و  

ق ا   ل   ة و  ا ا وم  ت أن  ا  푡 = وم 0   . ا  ا

 :  

푀 (푡) = 퐸(푒 )   

푀 (푡) = 퐸 푒 = 퐸(푥푒 )  

²
²

푀 (푡) = 퐸 푥푒 = 퐸(푥²푒 )  

.  

.  

푀 (푡) = 퐸 푥 푒 = 퐸(푥 푒 )  

  :و   

[푀 (푡)] = 퐸(푋) = 푚   

²
²

[푀 (푡)] = 퐸(푋²) = 푚   

.  

.  

.  

[푀 (푡)] = 퐸(푋 ) = 푚   
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ا  دا  ا  X  :ل    

푓(푥) = 2푒    , 푥 ≥ 0  

  :أو

وم   .1 ة  ا ا  .Xا

وم Xا   .2 ة  ا ا  .ام ا

  :ا

وم  )1 ة  ا ا   :Xب ا

푀 (푡) = 퐸(푒 ) = ∫ 푒 푓(푥) 푑푥 = ∫ 푒 (2푒 )푑푥 = 2 ∫ 푒( ) 푑푥  

= (푒 − 푒 ) = = 2(2 − 푡)   

  :ب ا )2

푉(푥) = 퐸(푥 ) − (퐸(푥))²   

퐸(푥) = 푚 = [푀 (푡)] = [2(2 − 푡) ] = �2(2 − 푡) | =
( )

=   

퐸(푥²) = 푚 = ²
²

[푀 (푡)] = �4(2 − 푡) | =
( )

=   

푉(푥) = 퐸(푥 ) − 퐸(푥) = − = − =   

:  

ز ا ، أي أ   ة ا ز  و وم      دوال ا ة  وال ا ة إن أ ا  دا 

  .وم  

ف  4.3 ر    و 

ا ز ا و ا  ا ا و ا ا  ا ة  د ا ب ا ل    أ     

푓ا  (푥)  ا ؟ أي إذا X ا ؟ ،   ا  ز ا ه ا    ا د   

ب  أ  ل     ، إ أ   اب   ذ ت)أو  أد(ا   .ه ا

ت   ف و ا    ر   .ق أو  
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ف  -أ ر  Inégalité de Markov: 

:  

 X       ا  E(X)  د 푘  أ   >   :ن 0

푃(푋 ≥ 푘) ≤ ( )  

ت   39:ا

ن  أ  ا   X ا   ، f(x)ا 

퐸(푋) = ∫ 푥푓(푥)푑푥 = ∫ 푥푓(푥)푑푥 + ∫ 푥푓(푥)푑푥 ≥ ∫ 푥푓(푥)푑푥 ≥ ∫ 푘푓(푥)푑푥 = 푘 ∫ 푓(푥)푑푥   

  :أي أن

 퐸(푋) ≥ 푘푃(푋 ≥ 푘) 

 :Inégalité de Tchebnychev    - ب

:  

 X    ا  퐸(푋) = 휇   و푉(푋) = 휎²    ،ε >   :ن 0

푃(|푋 − 휇| ≥ ε) ≤ ²   

ت   :ا

푋) أن  − 휇)   ،ف ر         푘 = ε :  

푃((푋 − 휇) ≥ ε ) ≤ ( )   

  : و 

푃(|푋 − 휇| ≥ ε) ≤ ( )   

 : ل

ل   ا   وي  160cmض أن     12.5cm ،    ل ل أن    155cm أن ا

  . %50 ا  وي 165cmو 

  : ا

푝(155 < 푋 < 165) = 푃(|푋 − 휇| < 5) = 1 − 푃(|푋 − 휇| ≥ 5)   
                                         

، ص   39   86اوي،  



92 

 

  :ام   

푃(|푋 − 휇| ≥ 5) ≤ ( ) = . =   

  : و 

푝(155 < 푋 < 165) ≥ 1 − = 0.5   

  ر  5.3

ول   : ا ا

اء و  3وق   ء،     5ت  و X نت، إذا  4ت  ء  ا  ت ا د ا  :  

 .دا ا ا .1

ي ا    أ .2 ل أن   .ا

ي  ا  .3 ل أن ا    .ات  أ 3ا

  : ا ا

 푓  ا ا   :و ا   Xدا ا ا  ا

  푓(푥) =
푥   ;  푥 = 1,2, … ,10

0     ;     ذ    
�  

ز .1  .أو دا ا

푃(푥: ا   .2 > 2)   ;    푃(푥 ≤ 3)  ;   푃(2 ≤ 푥 ≤ 4)  . 

  : ا ا

ا    ر    ب ا ن ا ا  3ب و  3إذا  ن ا ا ر ا  Xت، و  د ا ا  

ر   . ا

ا )1 ز ا ا و دا  ا ا ا ز ا   . ا

ا ا )2 اف ا   . ا ا و ا

ا   : ا ا

ء  اء و  4 و ء 3اء،   6ت  ا ا ا   ت  X . ت  ا د ا ي   ا ا ا ا

اء ا   .ا

ا و   )1 ا ا ا ز ا   . ا

ا و   )2 ز ا  . دا ا
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  : ا ا

ا  ا   푋 ا ا ز ا ا  ف    :ا

퐹 (푥) =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

0                    ; 푥 < −5
      ; −5 ≤ 푥 < −3

      ; −3 ≤ 푥 < 0

         ; 0 ≤ 푥 < 2
1                    ; 푥 ≥ 2

�   

ا   .1 ز ا  ا  .푋دا ا

푃(푥: ا   .2 ≥ −3)   ;    푃(푥 < 0)  ;   푃(−3 ≤ 푥 ≤ 2)  . 

دس   : ا ا

 푓    دا:  

  푓(푥) =
푘푒    ;  푥 = 1,2, … ,10
0                 ;     ذ    

�  

1.   푘  ا ل،    푓(푥)ا  ا 푃(0.5دا  ا < 푥 ≤ 1). 

ب  .2 ا     ز ا 푃(0.5 دا ا < 푥 ≤ 1). 
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  بعض التوزيعات الاحتمالية الشهيرة
  
ز ذي  ،   ،) ا(ا  ز 

ز ا  ن، ا ا   ...ز 
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ا 4 ة : ا ا ت ا ا ز    ا
  

ت               ب ا ، و ا     ت ا  ز ا  ا ا   ا    ا

ا ز ف . ا ا  ، ز  ت ا  ز ت،  ا ت ا  ا ز ا ا   ا  

ن  ا ز  ز ا... ذي ا و  ة  ت ا ز  ...و  ا

ت ا 1.4 ز   ا

رب       ك ا  ا ة   ا  ت  ا ا ا  ار و   ق  ا  ،  ا

رب و   :ه ا

 ز  1.1.4

وط ا ا  ا     :  

ح    - Echec    .(푆( Eأو      )S  )Succès   إ  ∩ 퐸 = ∅   ,   푆 ∪ 퐸 = Ω 

ح   - ل ا ل ا   pا ن ا  .q=1-pو  

ت    ا - و ن ا ات  د  ا ار ا   .  

ا  ل     ا  Xإذا  ا ا ح  ي  ا    1إذا   ا  و   0ا

ن ا . حا ءا  ذ  ز    Xو   p  و :푋~퐵푒푟 (푝) 

ا  ن ا  ا   :ف   Xو ا

푃(푋 = 푥) =
푝 (1 − 푝)   ,      푥 = 0,1

                  ذ   ,                    0     
�   

  :اص

X            :퐸(푋)  اا     = 푝 

   :  

μ = 퐸(푋) = ∑ 푥푓(푥) = ∑ 푥푝 푞, = 푝  

 X  :                                       σ = 푝푞 
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م ا    :  ا

퐸(푋 ) = ∑ 푥 푓(푥) = ∑ 푥 푝 푞, = 푝   

ز    ا ا ن     : و  ذ 

σ = 퐸(푋 ) − 휇 = 푝 − 푝 = 푝(1 − 푝) = 푝푞   

وم  푀                                :دا  ا (푡) = 푞 + 푝푒  

 :  

 푀 (푡) = 퐸(푒 ) = ∑ 푒 푝 푞, = 푞 + 푝푒 

وم 푚                               :ا = 푝  

  :نو ذ 

푚 = [푀 (푡)] = 푝  

وي  و و  ل  ا  ز  ا ا وم    .pأي أن  

  :ل

Y  푌،     و  푋~퐵푒푟 (푝)إذا  أن  = 푎 + 푏푋.  

  :ا

  :   ا

퐸(푌) = 퐸(푎 + 푏푋) = 퐸(푎) + 퐸(푏푋) = 푎 + 푏퐸(푋) = 푎 + 푏푝  

  :أ ا 

푉(푌) = 푉(푎 + 푏푋) = 푉(푎) + 푉(푏푋) = 푏 푉(푋) = 푏²푝푞   

 

 )  ا(ز ذي ا  2.1.4

ز ذي ا  (Distribution binomial)   ن    و رب ا  ا و   ا ت ا ز  أ ا

ات و   و ا    ا  ذات ا و ا   د  ا و   ار  ز   ا ا  

وط ا   :  أ   ا

اؤ    - 푛إ > ات  1   . ا
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ح  -  ، ر      .S  ،E ا

ر و     - ح    ا ل ا  pا

ر و     - ل ا    ا  p-1=qا

ى  - ر   ا   .  ا

ا  ل  Yإذا    ات ا د  ن    ح   ذات ا  ز ذو ا و  Yا      :

푌~퐵 (푛, 푝)   ن دا ا ا   :، و 

푝(푌 = 푦) = 퐶 푝 (1 − 푝) , 푦 ∈ {0,1,2, … , 푛}   

ن  ل   n=1إذا    .  ن ا

  :اص

Y          :        퐸(푌) ا ا  = 푛푝 

 Y   :                        휎 = 푛푝푞                             

  :1ل 

ف،   ر ا  ل إ ا ن ا  : ات 10 ا   أ، و 0.2ف    أ اإذا 

ف .1 ل إ ا  . أ    ا

ف .2 م إ ا ل   .  ا

ف  .3 ل إ ا  .ات  ا 4  ا

ف .4 د ا  ا  .  ا

 .  ا .5

 :  S  ف و ف Eح و  إ ا م إ ا   .ا أي 

             P(E) = P(S)     و    0.8 = 0.2   , 푆 ∩ 퐸 = ∅   ,   푆 ∪ 퐸 = Ω 

ف  ه ا    ا  ا ات  Xات و   و   10ر ،  د  ا    

ن ف  ;푋~퐵(10: إ ا 0.2)   

  :ن ا و 

푃(푋 = 푥) = 퐶 (0.2) (0.8) , 푥 ∈ {0,1,2, … ,10}   
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ل إ ) 1 ف أ  ا   :ا

푝(푋 > 2) = 1 − 푝(푋 ≤ 2) = 1 − [푝(푋 = 0) + 푝(푋 = 1) + 푝(푋 = 2)] = 0.325   

م إ ا) 2 ل    :فا

ف ) 3 ل إ ا   :ات  ا 4ا

푝(푋 ≤ 4) = ∑ 푝(푋 = 푥) = 0.966  

ف)  4 د ا  ا      :ا

퐸(푋) = 푛푝 = 10 × 0.2 = 2  

د   )5   :اا

휎 = 푛푝푞 = 10 × 0.2 × 0.8 = 1.6   

ن  3.1.4 ا   ز 

ن  ا ة  ز ا  )Poisson Distribution(ز  اث   د  ا وث    ا 

ث دة  ا إذا وث آ  وف و    ل و  اث  ه ا  .   

ت   :  ل أي د   180 أ  ا ت ا   د ا  ، ا  ا  ا

ت ا ا   د ا ن،  ا ت  3ز ا  ت ا د ا ن  ، و   ا أ أن   ا

ا أن  4أو  2 ل   ، و ا ل  ل و  ا ث أي ا ل د  10،  أ  أن   ت أو أ  ا

ة   . وا

ا ل :  ن  أ   X ا ا ا  :    ا  إذا  دا ز 

푓(푥) = 푒
!

    ,   푥 = 0,1,2, …   

 :و 

푋~푃표푖(휆)   

ا : 1  ه ا ن ا أن  وط دا ا ا    : 

1. ∀푥 ∈ ℕ, 푓(푥) ≥ 0  

2. ∑ 푓(푥) = ∑ 푒
!

= 푒 ∑
!

= 푒 푒 = 1 
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ن   :2  ن Xإذا  ن  ا   : ز 

퐸(푋) = 푉(푋) = 휆   

ء   : 1ل  ول ا   ا ر       را   م ا   ا د ا ن   م   4إذا  أ

ل  م  ة  أ را  ه ا   ا ارس   ل أن ا ء ا   .؟ا

، X : ا ول ا را   م ا   ا د ا ي   ا ا ة    ا ا ه ا  ( أن 

ء ن،) ا ا ز     : 

퐸(푋) = 휆 = 4  

ة     را  ه ا   ا ارس   ل أن ا ء و  ا ل ا م   : أ

푃(푋 = 6) = 푒
!

= 푒
!

= 0.104  

ن 4.1.4 ا ز  ز ذي ا     

ن أن   ا ز  ;푋~퐵(푛 ز ا    푝)  ن   :ة   pة و  nو ذ  

:  

푓(푥) = 퐶 푝 (1 − 푝) , 푥 ∈ {0,1,2, … , 푛}   

 푛푝 = 휆  أي أن푝   :و  =

푓(푥) = ( )…( )
!

1 −   

=
…( )

!
1 −   

 푛 →   :ن  ∞+

1 − = 1 − → 푒 . 1 = 푒   

ز   :و     ا

푓(푥) = 푒
!

    ,   푥 = 0,1,2, …   

ل  أ :  ا ا  푛푝ن  ≤ 푛 و  5 > 30   .  

رو  : 2ل  وس  ح  اع  ام ) 19 ( ا ج ا  (Chloroquine)رو دواء دول ا 

رو و  دواء ر وس  ض ا     Malaria-.م   و 
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اض ا ا ت  ا: ا ل وا اع، ا ن، ا ي. ا ن      .و  ا

واء   ا ا واء  .  2000أ  ا ا ي   ر   ل  ن ا   . 1‰إذا 

ل   :  ا

ص) 1 ي   أ   .أن   

ل أن ) 2 ي  أ   ا      .  

  : ا

 X ي د ا ا     ي   ا ا   . ا ا

 :n=2000  و푝 = ز  Xإذن    ;푋~퐵(2000أي  ا   0.001)  

푛  أن  > 푛푝و  30 = 2 ≤ ا أي   5 ز  푋~푃표푖(휆)و   أن   = 푃표푖(2) 

      :و 

푃(푋 = 푥) = 푒
!

   

ص) 1 ي   أ ل أن      :ب ا

푃(푋 = 3) = 푒
!

= 0.18   

ي  أ  )2 ل أن      :    ب ا

푃(푋 > 2) = 1 − 푃(푋 ≤ 2) = 1 − [푃(푋 = 0) + 푃(푋 = 1) + 푃(푋 = 2)]  

= 1 − (푒 + 2푒 + 2푒 ) = 1 − 5푒   

푃(푋:    أي أن > 2) = 0.32  

ا د   :ا زل ا أو  د ا درة   ا ا ة ا   أ  ا ام  ا ن  ا ا ز 

ر   ت ا   د ا ن   ث  ا أو ا ا ا  ا  ا ا ا       ا

ة  د ا ا ا      ، أو  ة ز    .  
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ة 2.4 ت ا ز  ا

ز ا 1.2.4   ا

ز إ أ               ا ا ، و  أ  ا ا ا  ا ت ا ا ز ز  أ ا ا ا  

ارة، ت ا ب، در ت ا ، در زن، ا ل، ا ا ا  ا ل ا و ... ا ارات     ا

اف   .  ا

ن  ا ز ا   ت   إ ا ز ن و  ا ا ز  ز ذات ا و ت ا   ز

ا  .ء ا  

ا  :  ز ا إذا  دا  ا    Xل     :  ا

푓(푥) =
√

푒 ( )          푥 ∈ ℝ   

  휇   X  و휎  ري اف ا ,푋~푁(휇: و ، ا 휎 )  .  

ا ا   :ا  ا     اه    ا زو 

ز ا): 15(ا  ا  ا .ا ا   

  

  

  

  

  

  

  

ال  وي   ا و ا و ا ز   أن .  اف ا  ا
 
 휎  ذا زادت  ، ز د در  ا

 
 휎 زاد

ت دة  ا    .ا   ز

  : أن  أن: 

∫  푓 (푥)푑푥 = 1   
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 : 푦 =   :  

√
∫ 푒 ( ) 푑푥 =

√
∫ 푒 푑푦  

وي  ه  ن. Aض أن ا أ   :و  

퐴 =
√

∫ 푒 푑푦
√

∫ 푒 푑푧  

= ∫ ∫ 푒
²

푑푦푑푧  

ت ا  ا   :ام ا

퐴 = ∫ ∫ 푒
²
푟푑푟푑휃 = ∫ 푑휃 = = 1  

  :أي أن

√
∫ 푒 ( ) 푑푥 = 1   

ل    :ب  ا

ا  ن    ز  أي Xإذا    푋~푁(휇, 휎 ب    ( ع  ن  ت  ا 푝(푎ا < 푋 < 푏)  

  :ب ا ا

푝(푎 < 푋 < 푏) = ∫  푓 (푥)푑푥 =
√

∫  푒 푑푥   

  :ا او   

  

    

  

  

ا ا  ب  ا   ز ا  مو  ;푁(휇 ا 휎 ري و   : إ    ( ز ا ا : ا

. 푁(0; 1)   

ري 2.2.4 ز ا ا  ا

ز ا   ي   ا ا ا 휇ا ا = ري  0 اف  휎و ا = 1     Z   ز ل   ا و 

ري  ;푁(0ا ا   : و  دا  ا ا ا 푍~푁(0,1) أي (1
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푓(z) =
√

푒   

ز  ل ا ;푁(0ب ا 1)  :  

푝(푎 < 푍 < 푏) = ∫ 푓(z)푑푧 = ∫ 푓(z)푑푧 − ∫ 푓(z)푑푧 = F(푏) − F(푎)  

ن و  م    أ ا ري و  ز ا ا ول ا F(푧)ول   = 푝(푍 < 푧)    ي و ا

ت ول   آ ا ( .ا   ).ا

ن  :1ل  رى Zإذا  ز ا ا ا  ا ت ا.    :ا ا

  1. P(Z < 0.82)   2. P(Z < -2.82)              3. P(0.32 < Z < 1.24)    

 :ا

:P(Z < 0.82) د )  1 إ  

ري   ز ا ا ول ا م  ل  ا ا  :د 

푃(푍: و  < 0.82) = 0.7939  

  

  

:P(Z < -2.82) د )2 إ  

ري  ز ا ا ول ا م  ل  ا ا   : د 

푃(푍: و  < −2.82) = 0.0024  

:P(0.32 < Z < 1.24) ب )3  

ري  ز ا ا ول ا   :  

푃(0.32 < 푍 < 1.24) = 푃(푍 < 1.24) − 푃(푍 < 0.32) = 0.8925 − 0.6255 = 0.267  

;푵(흁ا   3.2.4 흈ퟐ)   إ푵(ퟎ; ퟏ)   

ن  ز ا  Xإذا  ا   إ ا  푁(휇; 휎 ا  ( Z  푍ن ا ا = ز ا     

ري ر   Zو  ، ا   .X ا

 ).ة( Zإ   X   ): 16(ا 
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  :1 ل

ن  ز ا    Xإذا  ا   휇ا  = ري 3 اف  휎، و ا = 16   

푝(−6ا  - < 푋 < 9)  

:   :푋~푁(3,16)  

 Z  ا 푍: ا  = =   ، 푍~푁(0,1)   

푝(−6 < 푋 < 9) = 푝 < < = 푝 < 푍 < = 푝(−2.25 < 푍 < 1.5)   

= 푝(푍 < 1.5) − 푝(푍 < −2.25) = 0.9332 − 0.0122 = 0.921            

푝(−6   :  و  < 푋 < 9) = 0.921 

:2ل   

ز ا   إذا  ل  د  ا ن  ى ا ر ا   إ ري  30.8أن  ا اف   و ا

6.2 . 

ل  د ا   - ر ا   ن  ا ل أن    ؟ 40إ  25  ا

:   X  ، ل  د ر  ا    ا  X   ز  :   

휇 = 휎و     30.8 = 6.2² = 38.44  

;푋~푁(30.8أي  38.44).  

풑(ퟐퟓب  < 푿 < 40):  

 Z  ا 푍: ا  = = .
.

  ، 푍~푁(0,1)   
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푝(25 < 푋 < 40) = 푝 .
.

< .
.

< .
.

= 푝(−0.94 < 푍 < 0.19)  

= 푝(푍 < 0.19) − 푝(푍 < −0.94) = 0.5753 − 0.1736 = 0.4017  

ل  د ا  و   ر ا   ن  ا ل أن    :  40إ  25ا

푝(25 < 푋 < 40) = 0.4017   

ز ا 4.2.4 ز  ا إ ا    

ا و   أ   د  ا  ن  ز ا qو  pإذا  ز  ا إ ا   .  ا    

 :  

ا  ن ا ا ز  ا   Xإذا   휇 = 푛푝   و휎² = 푛푝푞  ز ا ن    ،푍 =
√

  

ري  ز ا ا ول  푁(0,1)ا  n إ ا.  

1 :  

ا إذا    ز   ز  ا إ  وي  nqو  npة و    nن     .5أ أو 

اء ار  و  ج إ    ا   :و  .  ا Correction for Continuityا ا 

د   ز ا   أ    ز ا   ام ا ا ا  x  ا   ا ا

ة  푥) ا − , 푥 +   :أي أن (

ز ا( 푃(푋 )  ا = 푥) ≈ 푃(푥 − ≤ 푋 ≤ 푥 + ز ا( (   )  ا

ن   :و   ذ 

푃(푎 ≤ 푋 ≤ 푏) ≈ 푃(푎 − ≤ 푋 ≤ 푏 + )   

ا  X : 1ل    :푋~퐵(30; 0.4) .  

  ا푃(7 ≤ 푋 ≤ 18). 

  :ا

푃(7ب  ≤ 푋 ≤ 18):  

 푛 = 30  ،푛푝 = 30 × 0.4 = 12 > 푛푞و  5 = 30 × 0.6 = 18 > ز  5 ز ذي ا إ ا و    

;푋~푁(휇: ا أي 휎 ) = 푁(푛푝; 푛푝푞) = 푁(12;   :و  (7.2
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푃(7 ≤ 푋 ≤ 18) ≈ 푃(6.5 ≤ 푋 ≤ 18.5) = 푃 .
.

≤ 푍 ≤ .
.

  

= 푃(−2.05 ≤ 푍 ≤ 3.43) = 0.9925 − 0.0202 = 0.9723   

: 2ل   

ل  ن ا رو  اإذا  وس   )Covid 19 (  ة ل أن 0.6  ا ا    أ ،   ا

ء      ؟ 100د ا إ ا

:  

 X ز ذي ا أي ء، و    ت ا  د ا ي    ا ا ;푋~퐵(100: ا ا 0.6) 

 푛 = 100  ،푛푝 = 100 × 0.6 = 60 > 푛푞و  5 = 100 × 0.4 = 40 > ز ذي ا إ  5 و    

ز ا أي ;푋~푁(휇: ا 휎 ) = 푁(푛푝; 푛푝푞) = 푁(60;   :و  (24

푃(푋 > 50) = 1 − 푃(푋 ≤ 50) ≈ 1 − 푃 푍 ≤
50.5 − 60

4.9  

= 1 − 푃(푍 ≤ −1.94) = 1 − 0.0262 = 0.9738  

ز  5.2.4 ن  ا ز    ا 

ن ن   X إذا  ا ز  ا    λ   وλ ن Ζ :ة  = λ

λ
ز     .  

 :  λ  وي   .20ة إذا  أ أو 

ن : ل ن   Xإذا  ا ز   40  푃(38 ≤ 푋 ≤   . و  (40

  :ا

 푋~푃표푖 λ دا    و:  

푓(푥) =
!

, 푥 = 0,1,2, …  

ل  ا ا   :و  ا ا 

푃(38 ≤ 푋 ≤ 40) = 푓(38) + 푓(39) + 푓(40) = 0.0614 + 0.0629 + 0.0629 = ퟎ. ퟏퟖퟕퟐ   

λ أن  = 40 > ز ا  20 ن إ ا ا ز    푋~푁(휇; 휎 ) = 푁 λ; λ = 푁(40; ام ، (40 و 

ار    : ا

푃(38 ≤ 푋 ≤ 40) ≈ 푃(37.5 ≤ 푋 ≤ 40.5) = 푃 .
√

≤ 푍 ≤ .
√

  

= 푃(−0.40 ≤ 푍 ≤ 0.08) ≈ 0.5319 − 0.3446 = ퟎ. ퟏퟖퟕퟑ 
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  :ر 
و :لا ا  

ج أ ا أ    ج   1000و  إ ة إ ة  150و ع   . و ر ت   ات، أو  5أ و

ت ا  :ا

رة  1 - ات ا  .ا

ة 2 -  . ا  وا

ن3 - ن    . ا  و

  :ا ا

ول   ى ا زل ا   د ا ن   زل  ا 0.6إذا  د ا ز ا    :و ا

ت ا .1  .ا

ا .2 ز ا  .دا ا

  :ا ا

ن و  Xإذا   ا ز    :푃(푋 = 1) = 2푃(푋 = 0)  푃(푋 = 4).  

  

ا ا   :ا

ز ذي ا   Xإذا  ) 1  P=0.1  ،n=20 . 푃(푋 = ن (3 ا ز  ز ذي ا     .ام 

ال  أ ) 2 ؟. P=0.05 ا   ذا 

  

ري:(ا ا ز ا ا ول ا ام    ) ا

ن ا  ري  Zإذا  ز ا ا  푁(0; ت ا(1   :، ا ا

1- 푃(푍 ≤ −1.25) 
2- 푃(푍 > 1.25) 
3- 푃(푍 > 1) 
4- 푃(0.46 < 푍 < 1.75) 
5- 푃(−1 < 푍 < 1.5) 

دس ا   :ا

ز  Xض أن  ,N(10 ا  :و   (4

1. 푃(−3 <  푋 <  12)  2. 푃(|푋|  5) 

:ا ا  

,푋~푁(휇إذا   휎 )    :푃(휇 − 2휎 <  푋 < 휇 + 2휎 )  
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:ا ا  

ن ) 1 ، و  ز  ب    ت  ن و  %10إذا  أن در ز %5 را   .ن   

ري   - اف ا ب و ا ت ا ب أ  (ا  در ز  60 أن ا   ).در  90در و ا

ز ) 2 ب  أ  ال ا ري  168 و ض أن أ ا ا ل أن .  6 و ا ا أ ا  ا ا 

  .ن 

  . 184أ  ) أ

  . 156أ  ) ب

  . 174و  165  ) ج

:  

ض   ا ا ل أن     ، ا ي    ض   0.4 .  

ول ء ا   : ا

ل أن  أ   100أ   ض،   ا ا ا ة 30    .   ا

ء ا   :ا

د ا إ  اءات ا ا  ا    . 15  ا

ل) 1  :   ا

ة 5. أ                       ن   ا ص    .أ

ة 10. ب                     ن   ا ص  ا    .أ

د ا ) 2 ر  م    أن  ا ،  ا   أو ا ا و ا

وي  ا  9و  3  ص  푃(3أي أن . (%60أ < 푋 < 9) ≥ 0.6(  
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  الثنائية العشوائية  :  الفصل الخامس
 

  

ا ا   : ول  

ل )1  .ن ا

ا )2 ات ا ل ا ، ا ا ا  .ا

ط )3 ر   .ا و  ا
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ا: ا ا 5   ا ا
  

اء ر  د   ا  أن   ي  ا     ام أ    ج إ ا ت     ا

ت Y، و   ا  ا  Xا ا   ا ا ل   ه ا  أن     ،

)X,Y.(  

وج :  ، ا ا ل) X,Y( زوج  ء ا ا ا    ,Ω ات ا 풜, 푃  وج   )X,Y(، ا

ا ع ا  .  

ك 1.5 ز ا   ا ا

 : )X,Y(   ز ا ا ا ،  ا ا ا ا  F، و    )X,Y(زوج     : ℝ، ا

F (푥, 푦) = 푃(푋 ≤ 푥, 푌 ≤ 푦)   
ز ا    :  ا ا

ز   ج ا ا ز ا X ا   :  Fك   ا

퐹 (푥) = 푃(푋 ≤ 푥) = 푃(푋 ≤ 푥, 푌 ≤ +∞)  
= 푃 lim →  {푋 ≤ 푥, 푌 ≤ 푦}   

 = lim → 푃( {푋 ≤ 푥, 푌 ≤ 푦})  
      = lim → F (푥, 푦) = 퐹(푥, +∞)  

ز     :  Y ا ا

퐹 (푦) = 푃(푌 ≤ 푦) = 푃(푋 ≤ ∞, 푌 ≤ 푦)  
= 푃(lim →  {푋 ≤ 푥, 푌 ≤ 푦})     

    = lim → 푃( {푋 ≤ 푥, 푌 ≤ 푦})  
         = lim → F (푥, 푦) = 퐹(+∞, 푦)  

ا  ز ا   퐹و  퐹ا  .Y و X   ا

ك ا  ز ا  :  ا

1.  푃(푋 > 푥, 푌 > 푦) = 1 − 퐹 (푥) − 퐹 (푦) + 퐹 (푥, 푦) 

2.  푃(푥 < 푋 ≤ 푥 , 푦 < 푌 ≤ 푦 ) = 퐹(푥 , 푦 ) − 퐹(푥 , 푦 ) − 퐹(푥 , 푦 ) + 퐹(푥 , 푦 ) 

ا ا 2.5 ات ا  ا

وج( ن ا    :  )أو ا

 X  وY   ن ا   ا   :  

푃(푋 = 푥 ) = 푃     ,     ∀푖 ∈ 퐼   
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푃 푌 = 푦 = 푃     ,     ∀푗 ∈ 퐽   
  

 I  وJ  ن ن أو    .ن 

ا :  وج ا ع ا ا    أو   (X,Y)ل أن ا   . إذا  

وج :  ك  ن ا 푋(Ω)  (X,Y)ف ا × 푌(Ω) :  

푋(Ω) × 푌(Ω) = 푥 , 푦 ∶ 푖 ∈ 퐼, 푗 ∈ 퐽   

    :اد ا  푃ا ا 

∀푖 ∈ 퐼, ∀푗 ∈ 퐽       푃 = 푃 푋 = 푥 , 푌 = 푦   
∀푖 ∈ 퐼, ∀푗 ∈ 퐽,       푃 ≥ 0

∑ 푃( , )∈ × = ∑ ∑ 푃∈ = 1∈
�  

ا ا  :ا

، و  ى ا   :  

∀푖 ∈ 퐼,         푃 . = ∑ 푃∈ = 푃(푋 = 푥 )
∀푗 ∈ 퐽,         푃. = ∑ 푃∈ = 푃(푌 = 푦 )

�   

푥)}ا  , 푃 .) , 푖 ∈ 퐼  }  ن ن ا   Xف    .Xو  

푦ا  , 푃.  , 푗 ∈ 퐽    ن ن ا   Yف   .Yو  

ول   ن ا    ض    :و  

ول ر   ن ا): 2.2(ا

ع     푦푗   …  푦2   푦1   y x  …  ا

∑ 푓(푥 , 푦 )∈   …  푓(푥 , 푦 )   …  푓(푥 , 푦 )   푓(푥 , 푦 )   푥1   

∑ 푓(푥 , 푦 )∈   …  푓(푥 , 푦 )   …  푓(푥 , 푦 )   푓(푥 , 푦 )   푥2   

. 

.  

. 

.  

. 

.  

. 

.  

. 

.  

. 

.  

. 

.  

∑ 푓(푥 , 푦 )∈   …  푓(푥 , 푦 )   …  푓(푥 , 푦 )   푓(푥 , 푦 )   푥푖   

. 

.  

. 

.  

. 

.  

. 

.  

. 

.  

. 

.  

. 

.  

1 …  ∑ 푓(푥 , 푦 )∈   …  ∑ 푓(푥 , 푦 )∈   ∑ 푓(푥 , 푦 ع   ∋(   ا

  

ك ا Yو  X  :ل ز ا ول ا ن   ا   :ان 

ع  y x  2 4  6  ا

0.3 0.05  0.2  0.05  1  

0.7  0.1  0.3  0.3  2  
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ع  0.35  0.5  0.15  1   ا

ز ا    Xا

퐿(푋) =           
.          .   

ز ا    Yا

퐿(푌) =                     
.         .          .   

ا ا   :ا

ن  ا ا   Yو  Xإذا  ن ا ك،  ز  ن   ا   :   Y   Xو  X   Yان 

푃 (푋 = 푥 )\ 푌 = 푦 = ( ), = ,  , 푃 푌 = 푦 ≠ 0   

푃 푌 = 푦 \(푋 = 푥 ) =
( ),

( )
= ,

( )
 , 푃(푋 = 푥 ) ≠ 0   

ل ا  :ل   :دة 

푃[(푌 = 푦 )\(푋 = 푥 )] = [( )∩( )]
( )

= .
.

≈ 0.43   

  

ا ا  ات ا   :)ا(ا ا

:  

ا  ن Yو  Xل      :أ  إذا 

1. 푃 (푋 = 푥 )\ 푌 = 푦 = 푃(푋 = 푥  أو  (

2. 푃 푌 = 푦 \(푋 = 푥 ) = 푃(푌 = 푦  أو  (

3. 푃 (푋 = 푥 ) ∩ 푌 = 푦 = 푃(푋 = 푥 ). 푃(푌 = 푦 )     

  :ل

  :ل ا دة 

퐿(푌) =                     
.         .          . ,  

퐿 푌\(푋 = 푥 ) =                                        
. / .         . / .          . / . =                     

/         /          /   

푃(푌 = 푦 ) = 0.35 ≠ 푃[(푌 = 푦 )\(푋 = 푥 )] = 1/6   

ة 3.5 ا ا ات ا   ا

ا ا   :  ا

:ℝ 푓  ا  ات  (X, Y) إذا :  ℝ ا  → ن   ا ا  ،X  وY    

ا    :  푓و  푓 ا

푓 (푦) = ∫ 푓(푥, 푦)푑푥∈ℝ       ,        푓 (푥) = ∫ 푓(푥, 푦)푑푦∈ℝ   
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ا ا   :  ا

ن :  ا ا   Yو  Xإذا  ن ا ك،  ز  ن   ا   :   Y   Xو  X   Yان 

ل ا     : X  ا

푓(푋\푌) = ( , )
( )

   

ل ا     : Y  ا

푓(푌\푋) = ( , )
( )

   

ة ا ا ات ا   :ا ا

ا :  ا  Yو  Xل    وج  إذا ،أ  g و  f  ا ل  ن ا ن  و  إذا 

(X,Y) ن و  ا ه ا   ،  :  

(푋, 푌) ⟼ 푓(푥)푔(푦)  
  :ل

 X  وY  ا و  ا  f :  

푓(푥, 푦) =
푐푥푦       ; 0 < 푥 < 3 , 1 < 푦 < 2

0        ;  ذ                          
�   

ن  C ا  .1  푓(푥, 푦)   ا  .Yو  X ا ا  ا

ا  .2 ل ا  ا  .Yو  X   ا

ا  .3 ل ا  ا  .Yو  X   ا

؟  ذا 

 :ا

ن   푓(푥, 푦)   ا ن Yو  X ا ا  ا   : أن 

∫ ∫ 푓(푥, 푦)푑푥푑푦 = 1   

:  

∫ ∫ 푓(푥, 푦)푑푥푑푦 = 푐 ∫ ∫ 푥푦 푑푦 푑푥 = 푐 ∫ 푑푥  

= ∫ (4푥 − 푥) 푑푥 = = = 1                                    

푐: و   = 

ل ا  ) 2   :X  ا

푓 (푥) = ∫ 푓(푥, 푦)푑푦∈ℝ = ∫ 푥푦푑푦 = 푥  

  
ل ا      :Y  ا

푓 (푦) = ∫ 푓(푥, 푦)푑푦∈ℝ = ∫ 푥푦푑푥 = 푦  
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ل ا  ) 3   :x  ا

푓(푥\푦) = ( , )
( )

= = 푥   

ل ا     :y  ا

푓(푦\푥) = ( , )
( )

= = 푦   

ن   y و x أن  ,푓(푥ن  푦) = 푓(푥). 푓(푦)  

ا  4.5 وال ذات ا ا   ا 

  

ا م ا  ا  ا م   ه ا  د  X،  أو أن ا ا    دة  E(X) ا و 

   μف  ، و   :ا

ن  ا   Xإذا   :ن)( 

퐸(푋) = ∑ 푥 푃(푋 = 푥 ).  
ن  ن Xإذا  ا    :  

퐸(푋) = ∫ 푥푓(푥)푑푥.  

:  

ن  ز ا ا  (X,Y)إذا  ا   دا ا  f(x,y) ا ن  ا  ،U=u(X,Y)  ا  :  

퐸(푈) = 퐸[푢(푋, 푌)] = ∑ ∑ 푢(푥, 푦)푃(푥, 푦)( , )∈ ,   

ا ا   .  ا ا

ا ا   ا   :أ   ا ا

퐸(푈) = 퐸[푢(푋, 푌)] = ∫ ∫ 푢(푥, 푦)푓(푥, 푦)푑푥푑푦   

  

ك ا Yو  X  :ل ز ا ول ا ن   ا   :ان 

ع  y x  2 3  4  ا

0.4 0.2  0.1  0.1  1  

0.6  0.1  0.2  0.3  2  

ع  0.4  0.3  0.3  1   ا

ب   E(X), E(Y), E(XY), E(X+Y): ا  : ا

  :ا

  

  

푦  المجموع 4 3 2  

푃(푦 )  0.4 0.3 0.3 1 

 

푥  المجموع 2 1  

푃(푥 )  0.4 0.6 1 
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퐸(푋) = ∑ 푥 푃(푥 ) = 1 × 0.4 + 2 × 0.6 = 1.6  
퐸(푌) = ∑ 푦 푃 푦 = 2 × 0.4 + 3 × 0.3 + 4 × 0.3 = 2,9  
퐸(푋 + 푌) = ∑ ∑ (푥 + 푦)푃(푥, 푦) = (1 + 2). 0.1 + (1 + 3). 0.1 + ⋯ + (2 + 4). 0.1 = 4.5  
퐸(푋푌) = ∑ ∑ 푥 푦 푃(푥 , 푦 ) = 2 × 0.1 + 3 × 0.1 + ⋯ + 8 × 0.1 = 4.5  

,푓(푥    :2ل  푦)  ا     X  وY:  

푓(푥, 푦) =
푥 푦  ;      0 < 푥 < 2; 1 < 푦 < 5               

0                          ;                               ذ
�   

ب   E(3X+2Y), E(XY), E(Y), E(X)ب    :ا

  :ا

E(X) = ∫ ∫ 푥푓(푥, 푦)푑푥푑푦 = ∫ ∫ 푥 푦 푑푥푑푦 = 1.5  

E(Y) = ∫ ∫ 푦푓(푥, 푦)푑푥푑푦 = ∫ ∫ 푥 푦 푑푥푑푦 = 3.77  

E(XY) = ∫ ∫ 푥푦푓(푥, 푦)푑푥푑푦 = ∫ ∫ 푥 푦 푑푥푑푦 = 5.66  

E(3X + 2Y) = ∫ ∫ (3푥 푦 + 2푥 푦 ) 푑푥푑푦 = 12.04  

 :  

 (X,Y)  ا   دا ا ا ا  f(x,y) و ،푈 = 푎 푋 + 푎 푌   نU :  

퐸(푈) = 푎 퐸(푋) + 푎 퐸(푌)   
ن   :ا

퐸(푈) = 퐸(푎 푋 + 푎 푌) = ∫ ∫ (푎 푥 + 푎 푦)푓(푥, 푦)푑푥푑푦                      

= 푎 ∫ 푥 ∫ 푓(푥, 푦)푑푦푑푥 + 푎 ∫ 푦 ∫ 푓(푥, 푦)푑푥푑푦                                   

= 푎 ∫ 푥 푓(푥) + 푎 ∫ 푦푓(푦)   

  ∫ 푓(푥, 푦)푑푦 = 푓 (푥)  و∫ 푓(푥, 푦)푑푥 = 푓 (푦)  ا وال ا  ا و  أن .  Yو  X ا

∫ 푥 푓(푥) = 퐸(푋)  و∫ 푦 푓(푦) = 퐸(푌) ن:  

퐸(푈) = 푎 퐸(푋) + 푎 퐸(푌)   
  :ل

ل ا و    :و  E(Y)=3.77و   E(X)=1.5 ا

퐸(3푋 + 2푌) = 3퐸(푋) + 2퐸(푌) = 3 × 1.5 + 2 × 3,77 = 12.04   
 :  

 X  وY  ز ا ا  دا ا  f(x,y)  . ن ن Yو   Xإذا   :  

퐸(푋푌) = 퐸(푋)퐸(푌)  
ن   :ا

ن  ن Yو  Xإذا  ا    :  
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퐸(푋푌) = ∫ ∫ 푥푦푓(푥, 푦)푑푥푑푦 = ∫ ∫ 푥푦푓(푥)푓(푦)푑푥푑푦      

= ∫ 푥푓(푥)푑푥 ∫ 푦푓(푦)푑푦 = 퐸(푋)퐸(푌)   

ا  Yو  X ا   ا     .  

ك  5.5   ا  ) ا(ا ا

ا - أو   ب      .X ا  

: -(Koening-Huyghens)  

ا    ا   :  

푉(푋) = 퐸(푋 ) − 휇   
 :  

ك  ،  ا ا ء ا ا    ا د  Yو  X ) ا(      ، Cov(X,Y)ا

ف و  ا   :و 

퐶표푣(푋, 푌) = 퐸 (푥 − 휇 ) 푦 − 휇   

 휇   X  ،휇   Y.  

 :  

ك ا       : ا ا

퐶표푣(푋, 푌) = 퐸(푋푌) − 휇 휇   

ن   :ا

퐶표푣(푋, 푌) = 퐸 (푥 − 휇 ) 푦 − 휇   
                                       = 퐸 푋푌 − 휇 푌 − 휇 푋 + 휇 휇 

                             = 퐸(푋푌) − 휇 퐸(푌) − 휇 퐸(푋) + 휇 휇 
                                     = 퐸(푋푌) − 휇 휇 − 휇 휇 + 휇 휇 

                                                           = 퐸(푋푌) − 휇 휇 

ك  :اص ا ا

ن ) 1 ,퐶표푣(푋ن  X=Yإذا  푌) = 푉(푋)  

2 (퐶표푣(푋, 푌) = 퐶표푣(푌, 푋)   ا   .، و 

3 (퐶표푣(푎푋 + 푏, 푐푌 + 푑) = 푎푐. 퐶표푣(푋, 푌)  

ا 6.5 ط    ر   ا

 :  

ا  ط    ر د ا Yو  X ا   : ا

ρ(푋, 푌) =  ( , )
( ) ( )

   

 V(X)  وV(Y) و  .  
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:  ρ(푋, 푌) ∈ [−1,1] 

  :ل

ن ا  5وق   م،  أن   ن ا 2ت  أر   .6، و ا ا  ا 4، و  

وق،   ع   ا ون إر  X  وY  ا  :  

X :ع ا ا   .ل  

Y : ال  أ ا.  

ز ا   )1 ول ا   .Yو  Xا 

ط) 2 ر   .او  ا

  :ا

ن   ء ا   퐶 = اث، 10  : و   أ

{(2,2), (2,4), (2.4), (2,6), (2,4), (2,4), (2,6), (4,4), (4,6), (4,6)}   
ن Y   {2,4,6}، أ  X  {4,6,8,10}و    ك  ز ا ول ا ن    :، و  

ع    M(X) 6  4  2  Y  Xا

0.1  0  0  0.1  4 

0.4  0  0.4  0  6  

0.3  0.2  0.1  0  8  

0.2  0.2  0  0  10  

ع   0.1  0.5  0.4 1   M(Y)ا

د  ول   ل  f(8,6)   ا 푃[(푋أي ا = 8), (푌 = د  [(6 ع ا ل  و ا ا  8و  ا

اث أي 10،  إذن    6 푓(8,6): أ = = 0.2.  

ط) 2 ر   :ب  ا

퐸(푋) = ∑ 푥푓(푥 ) = 4 × 0.1 + 6 × 0.4 + 8 × 0.3 + 10 × 0.2 = 7.2  
E(Y) = ∑ 푦푓(푦 ) = 2 × 0.1 + 4 × 0.5 + 6 × 0.4 = 4.6  
퐸(푋푌) = ∑ ∑ (푥 푦 )푓(푥 , 푦 ) = 8 × 0.1 + 24 × 0.4 + 32 × 0.1 + 48 × 0.2 + 60 × 0.2 = 35.2   
퐸(푋 ) = ∑ 푥 푓(푥 ) = 16 × 0.1 + 36 × 0.4 + 64 × 0.3 + 100 × 0.2 = 55.2  
E(Y ) = ∑ 푦 푓(푦 ) = 4 × 0.1 + 16 × 0.5 + 36 × 0.4 = 22.8  
퐶표푣(푋, 푌) = 퐸(푋푌) − 퐸(푋)퐸(푌) = 35.2 − 7.2 × 4.6 = 2.08   
푉(푋) = 퐸(푋 ) − [퐸(푋)] = 55.2 − (7.2) = 3.36   
푉(푌) = 퐸(푌 ) − [퐸(푌)] = 22.8 − (4.6) = 1.64   

ط و   ر   : ا

ρ(푋, 푌) =  ( , )
( ) ( )

= .
√ . × .

= 0.88   
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  ر  7.5

ا  :1  ك  ا ز ا ول ا  X  وY:  

L(x)  4  3  2  Y X 

0.4  0.2  0.1  0.1  1  

0.6  0.1  0.2  0.3  2  

1  0.3  0.3  0.4  L(y)  

ا  .1 ز ا ا  ا  ؟Yو  X ا

ا  .2 ز ا ا  ا  ؟Yو  X ا

  ؟ Yو  X ا  .3

 2:   

 X  وY  ا و  ا  f :  

푓(푥, 푦) =
푐푥 푦        ; 0 < 푥 < 2  ;   2 < 푦 < 3

0        ;  ذ                          
�   

ن  C ا  .1  푓(푥, 푦)   ا  .Yو  X ا ا  ا

ل   .2 푃(푋ا = 1, 푌 = 2). 

ا   .3 ل ا  ا  .Yو  X   ا

ا  .4 ل ا  ا  .Yو  X   ا

  ؟ Yو  X ا  .5

6.  푃(푋 ≥ 1, 푌 ≤ 3). 

 3:  

ن  ن Yو  Xإذا  ا و   :  

퐶표푣(푋, 푌) = 8,       푉(푌) = 9,    푉(푋) = 16  
푉(푋: أو − 푌), 푉(푋 + 푌), 푉(3푋 − 2푌), 퐶표푣 (3푋, 2푌)  
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ا   ا
  

1.  ، تر   ن    ا  ، ز ة  و ا ، دار ا و  م2011، ا ا

د،  .2 تل  ا ة  ا  ، ز ، دار   و ا د  م2008، ا ا

م ،  .3 ء    ت و ا ة ا ر ا  ، ، ا ا  م2007/2008 ا ا

ي .4 ا ورا  ا  اا ا ن ا ء:  أ  ردن،  دئ ا م، ا  2013، دار ا

ءرا  ،  .5 ت و ا ر ا ا ا  م2018، ا ا

ض .6 ن   ء ، أ  و ردن،  ،   ا ، ا رد  1997ا ا

م .7 ري   ا ت ا وا: ا   و ا ء وا رات ا  ،.2000  ، ،ELGA 

ت اوي ،   .8 ء و ا س، 1ا اط،  ،314ر    ة ا ر ا   م2017/2018ا

ل .9 ء ا ، را ، ا ا ا ا ، ا ت ا ان ا  .2006، د

ون .10 د،    وآ دارة وا ء  ا و ا،  ا ردن، ا ا ، ا  .م2012 ا
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  ا
ا  ا  ) 1 ت ا داري ا  و ار   10 (ا ا ا ت   ت  إ و و

زراء    ).م2019  26ا
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ري) 2 ز ا ا   :ول ا
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