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0.1 Introduction

Le présent polycopié reprend un cours de premiére année Master académique filiére
Mathématiques de spécialité Analyse Fonctionnelle donné & 1’Université de Mohamed
Boudiaf-M’sila pendant les années 2016-2018. Le but de ce cours était de présenter aux
étudiants les notions de base concernant la théorie de la mesure signée, théoréme de
Radon-Nikodym et mesure de Radon.

Nous supposons que le lecteur a une bonne connaissance de la topologie générale,
topologie usuelle de R et les premiers principes de la théorie de la mesure positive.

Comme ce polycopié est un cours, nous avons pris le parti de démontrer presque tous
les résultats de fagon compleéte, c’est-a-dire sans renvoyer au cours de la preuve & un
résultat bien connu ou en admettant un résultat auxiliaire difficile. Les chapitres de ce
polycopié ce terminent par un nombre considérable d’exercices tels qu’ils ont été testés
dans le cadre de travaux dirigés, ou ont fait ’objet de devoirs de réflexion ou de controéle
des connaissances. Des solutions détaillées pour ces exercices se trouvent dans la fin de la
polycopié. 1l va de soi que le lecteur aura intérét a essayer de résoudre le probléme sans
lire la solution au préalable.

L’originalité de ce polycopié réside dans son contenu, inspiré sans vergogne de la littérature
existante.

Venons-en & une description plus précise de ce que 'on trouvera dans ce polycopié.
Dans le premier chapitre, nous donnerons les propriétés utiles concernant la topologie
générale, la théorie de la mesure positive. Nous offrirons une étude concernant la mesure
positive réguliére.

Nous donnerons, dans le second chapitre, les propriétés générales de la mesure signée
notamment la décomposition d'une mesure signée.

Dans le troisiéme chapitre, nous aborderons et traiterons les théorémes de Radon-Nikodym
et quelques applications.

Nous consacrons dans le quatriéme chapitre a I’étude de la mesure Radon notamment le



dual de l'espace C'(K).
On termine ce polycopié par le chapitre 5, nous donnerons les solutions détaillée des
exercices proposés dans les chapitres précedents.

Comme toute entreprise humaine n’est infaillible, nous tenons, a la fin de cette petite
introduction, o solliciter la haute bienveillance de nos lecteurs de nous faire parvenir toutes

leurs remarques via notre adresse E-mail : hajdahia@gmail.com



Chapitre 1

Préliminaires topologiques et de

théorie de la mesure positive



1.1 Préliminaires topologiques

Définitions 1.1.1

Soit X un espace topologique.

1) Ensemble fermé : Un sous-ensemble E C X est fermé si son complémentaire E° est
ouvert. (Ainsi, O et X sont des fermés, les réunions finies de fermés sont des fermés, les
intersections quelconques de fermés sont des fermés).

2) Adhérence d'un ensemble : L’adhérence (ou la fermeture) E d’un sous-ensemble
E C X est le plus petit ensemble fermé de X contenant E.

3) Espace séparé : X est un espace séparé (ou de Hausdorff) lorsque l'on a la propriété
sutwante : pour tout x,y € X avec x # y, il existe un voisinage U de x et un voisinage V'
dey tel que UNV = 0.

Tout espace métrique est un espace séparé.

4) Ensemble compact : Un sous-ensemble K C X est compact si tout recouvrement
ouvert de K contient un sous- recouvrement fini. De facon explicite, si (O;)ic; est une
famille d’ouverts de X tels que K C |
Uie] O;.

5) Espace localement compact : X est localement compact si tout point de X posséde

ie1 Oi, alors il existe J C I avec J fini et K C

un voisinage dont la fermeture est compacte.

Naturellement, tout espace compact est localement compact.

Les sous-ensembles compacts dans R™ sont précisément les sous-ensembles bornés et fer-
mes.

1l s’ensuit que R™ est un espace localement compact séparé.

Théoréme 1.1.2
Soit K un sous-espace compact et F' un sous-ensemble fermé d’un espace topologique X .

St F C K, F est également compact.

Corollaire 1.1.3



Si A C B et si B est compact, il en est de méme pour A.

Théoréme 1.1.4
Soit X un espace séparé et K un sous-espace compact de X. Soit v € K. Il existe des

ensembles ouverts U et W tels quex e U, K CW et UNW = 0.

Preuve.

Siy € K, comme X est séparé, il existe des ouverts disjoints U, et V,, de sorte que z € U,
et y € V,. Comme K est compact, il existe un nombre fini de points y,...,y, € K tels
que

K CcV,U..UV,.

Le théoréme est démontré en prenant pour U et W les ouverts définis par,

U=U,U..UU, e W=V, U..UV,.

Corollaire 1.1.5
(a) Les sous-ensembles compacts d’un espace séparé sont fermés.
(b) Si F est fermé et si K est un sous-ensemble compact dans un espace séparé, N K

est alors compact.
Le corollaire (b) provient de (a) et du Théoréme 1.1.2.

Définition 1.1.6
Un espace topologique séparé X est dit régulier si pour toute partie fermée F' de X et pour

tout point x de X tels que x € F', il existe deux ouverts disjoints U et V dans X tels que

reUetF CV.

Définition 1.1.7

Un espace topologique séparé X est dit normal si pour tout fermés F,G de X, disjoints il



existe des ensembles ouverts U et W de X tels que

FcU GcWet UNnW=0.

Autrement dit, dans un tel espace, deux fermés disjoints peuvent étre séparées par deux

ouverts disjoints.

Proposition 1.1.8 [10, Proposition 1.9.1]

Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) L’espace X est réqulier.

(ii) Pour tout x € X et pour tout voisinage V, de x dans X, il existe un ouvert O, dans
X tel que

IEOxCO_xCny

autrement dit, tout point x de X admet une base de voisinages formée d’ensembles fermés.
(iii) Pour tout x € X et pour toute partie fermée F de X tels que x € F, il existe deux

ouverts U et V dans X tels que
xrelU, FcCV, UnV =1.

Théoréme 1.1.9 [16, Page 37]

Soit U un ensemble ouvert dans un espace localement compact séparé X et K, K C U,
un ensemble compact. 1l existe un ensemble ouvert V', dont la fermeture est compacte, tel
que

KcVcVcU.

Définition 1.1.10
Soit f une fonction réelle (ou & valeurs dans la droite réelle achevée) définie sur un espace

topologique X . Si l’ensemble

{f>a}:=f'(a,+ox]) ={z € X : f(z) > a}



est un sous-ensemble ouvert pour tout réel o, on dit que f est semi-continue inférieurement

(s.c.i.). Si Uensemble

{f<a}=f"(-0,a) ={r e X: f(x) <a}
est ouvert pour tout réel a, on dit que f est semi-continue supérieurement (s.c.s.).

Une fonction réelle est continue si et seulement si elle est simultanément semi-continue

inférieurement et supérieurement.

Exemples 1.1.11
Les fonctions caractéristiques fournissent les exemples les plus simples de semi-continuité.
(a) La fonction caractéristique d’un ensemble ouvert est semi-continue inférieurement.

(b) La fonction caractéristique d’un ensemble fermé est semi-continue supérieurement.
La propriété suivante est conséquence presque immédiate des définitions.

Proposition 1.1.12 [16, Page 38/

1) La borne supérieure d’une famille quelconque de fonctions semi-continues inférieure-
ment est elle-méme semi-continue inférieurement.

2) La borne inférieure d’une famille quelconque de fonctions semi-continues supérieure-

ment est elle-méme semi-continue supérieurement.

L’espace C.(X)

Définition 1.1.13
Soit X un espace topologique et f : X — C une fonction sur X a valeurs complexes. Le
support de f, noté, supp(f), est la plus petit fermé de X en dehors duquel f s’annule;

autrement dit

supp(f) ={f #0} ={z € X : f(z) # 0}.



On désigne par C.(X) 'ensemble des fonctions continues sur X a support compat.
f est continue
felC.(X) < et
supp(f) est compact dans X.

Proposition 1.1.14

C.(X) est un espace vectoriel sur C.

Preuve.

Soient f,g € C.(X) et a € C. On a

{f+9#0p < {lfl+lgl# 0}
{l71# 0y U{lgl # 0}

Donc
supp(f + g) C supp(f) U supp(g),

il résult que f + g € C.(X) car f + g est continue. D’autre part

0 si a=0
{af #£0} = ' ,
[f#0} si a0

et comme af est continue on a aussi af € C.(X). m

Théoréme 1.1.15
Soient X etY deux espaces topologiques et f : X — Y wune fonction continue. Si K est

un sous-ensemble compact de X alors f(K) est compact dansY .

Preuve.

Si (O;)ier est une famille des ouverts dans Y telle que f(K) C |J;c; Oi, alors on a K C
Uier f71(Os) et donc il existe n € N* de sorte que K C U, ;,, f~'(0;). Par suite f(K) C
Ulgz‘gn O;. m
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Corollaire 1.1.16

L’image de toute fonction f € C.(X) est un sous-ensemble compact de C.

Proposition 1.1.17 [15, Page 181](Lemme d’Urysohn)
Soit X un espace topologique normal, F' un ensemble fermé dans X, U un ouvert de X

tels que F' C U, alors il existe une fonction continue f : X — [0,1] et

1 81 z€F

flx) = , :
0 si x¢U

Si X est un espace métrique, la démonstration est facile et la fonction f définie par

d(xz,U°)
d(z,U¢) +d(z, F)’

f(z) =

répond (immeédiatement) & la question.
Il y a une deuxiéme version du Lemme d’Urysohn dans le cas d’un espace localement

compact.

Proposition 1.1.18 [16, Page 39](Lemme d’Urysohn)
Soit X un espace localement compact, U un ouvert de X et K un compact de X tels que

K C U. Alors il existe une fonction f € C.(X) telle que

i) 0< f(x , Ve e X

) <
i) supp(f) C
) fle) =1 Ve e K
1i1)
flx)=0, Ve e U°
L’espace C(K)
On considére un espace métrique compact K. On note C(K) l'espace vectoriel des

fonctions continue de X dans K (R ou C). On le munit de la norme || f|| = max,cx | f(2)].

Théoréme 1.1.19

L’espace C(K) est un espace de Banach, c’est a dire un espace vectoriel normé complet.

11



Preuve.
Soit (fn), une suite de Cauchy dans (C(K), ||-||..). Cela s’ignifie que, pour tout € > 0, il

existe ng € N tel que

| fn — fimllo <€, pour tout n > ng et m > ny.

Alors, chacune des suites réelle f,(x) est une suite de Cauchy dans (K, |-|), est donc par
complétude de K, admet une limite, que nous allons noter f(x). Il reste donc a montrer
que la convergence de f,, vers f, est uniforme, ce qui impliquera que la fonction f est un

élément de C(K) et que f, — f dans C'(K). Pour chaque = € K fixé, on a

|fu(z) — fn(z)] <&, pour tout n > ng et m > ny.

En faissant tendre m vers +oo dans cette expression, on obtient, pour chaque x, que

|fu(z) — f(x)] <&, pour tout n > ng.

On a montré que, pour tout ¢ > 0, il existe ng € N tel que

Ifo — fll, <& pour tout n > ny.

Exemple 1.1.20
On considére la norme ||-||, sur C([—1,1]) définie par
1
I, = [ 1rolde, 7 ecq-1,)
L’espace (C([—1,1)), |||l,) n’est pas de Banach.
Preuve.
Soit (f,,), une suite dans C'([—1, 1]) définie par

0 si ze€l[-1,0]
fo(z) = nr si x € [0, ﬂ
1 si ze[i1]

n’

12



Soit la série de terme général g, = f,11 — f,. On a donc
! 1

nll; = w1 () — fol®)| dt = ————.

19nlly /0 | fraa(£) = fu(t)] 1)

“+oo
La série E gn est absolument convergente dans X car

n=1
n — <
leg I = Zgn o) ZW 0.
+00
Supposons que Zgn est convergente dans C([—1,1]). Dans ce cas la suite (f,), est
n=1

convergente dans C'([—1, 1]) depuis I’égalité
n—1 n—1
=h+ Z(fjJrl —fi)=h+ Zgj,
j=1 j=1

ceci est une contradiction car pour tout x € [—1,1] on a

im fu@ =4 0 % TN o,

n—s-+oo 1 si z€]o,1]
Finalement, (C([—1,1]),||-||;) n’est pas complet. m
Théoréme 1.1.21 (Partition de l’unité)
Soit U une famille d’ouverts qui recouvrent le compact K. Alors il existe une famille finie

& de fonctions continues de K dans [0, 1] telle que chaque fonction ¢ € ® est supportée

dans 'un des ouverts de U, et telle que

Z¢eq> o(z) =1, pour tout x € K.

Preuve.
La compacité de K permet de se restreindre au cas ot U est finie. Il existe € > 0 tel que,
pour tout x € K, la boule fermée de centre x et de rayon ¢ est continue dans 'un des

ouverts U € U. Définissons alors, pour chacun des ouverts U de U, la fonction continue

Yy (z) = max{0,d(z,U°) — e} .

13



Pour tout = € K, il existe U € U tel que d(x,U¢) —e > 0 et donc ¢;;(x) > 0. On a donc

Y(x) =D 4cp Yu(x) >0, pour tout x € K.

La famille de fonctions ¢ = % avec U € U convient. m

Théoréme 1.1.22
L’espace C(K) est séparable, c’est a dire qu’il contient une partie dénombrable et dense.
Plus précisement, il existe une famille libre dénombrable {1,,,n € N} de fonctions conti-

nues de K dans [0, 1] telle que ’espace vectoriel engendré par les fonctions 1, est dense.

Preuve.

Pour chaque n € N, on recouvre K par un nombre fini de boules de rayon % On
se donne une partition de 'unité associée a ce recouvrement. C’est une famille finie
{¢, 1 <i< N(n)} de fonctions continues de K dans [0, 1], dont chacune est suppor-
tée dans une boule de rayon %, et telles que ), ¢;" = 1. On va montrer que I’ensemble des
fonctions ¢ engendre un sous-espace dense dans C'(K). Comme cette famille de fonctions
est dénombrable, ceci implique la séparation de C'(K).

Considérons donc une fonction f € C(K) et une ¢ > 0. Comme f est uniformément

continue, il existe n € N tel que

|f(y) — f(@)] <e lorsque d(z,y) <

S

Considérons alors la fonction

N(n)

o(a) = 3 )l a),

ou I est le centre de la boule de rayon n dans laquelle la fonction ¢; est supportée. Cette
fonction appartient a I’espace vectoriel engendré par les fonctions ¢;'. Comme Zfi(ln ) or =

1,on a



et donc

N(n) N(n)

9(z) = f(z)] = Z (f (@) — f(2)) ¢ (x)] < Z |f (@) — fx)] ¢ (x) <e.
Pour justifier la derniére inégalité, on constate que

|f(z?) — f(x)] of (x) < eg(x), pour tout z € K.

En effet, ou bien x n’est pas dans le support de ¢, mais alors les deux membres de
1

'inégalité sont nuls, ou bien x est dans le support de ¢ et d(z,z}’) < —, mais alors
n

|f(af) = f(@)] < e

On a montré que, pour tout fonction f € C(K) et tout € > 0, il exist une fonction g dans

I'espace vectoriel engendré par les fonctions de la forme ¢ telle que ||g — f|| <ec. =

1.2 Espaces mesurés et mesures extérieurs

1.2.1 Espaces mesurés

Définition 1.2.1 (Tribu)

Soit X un ensemble quelconque. Une tribu (ou o-algébre) sur X est une famille M de
parties de X telle que

i) X e M

ii) St A € M alors A° € M

i1) Si (An),>, C M alors DOAn e M.

n=1
On dit alors que M est ’ensemble des parties mesurables de X. On dit aussi que

(X, M) est un espace mesurable.

Définition 1.2.2
(Tribu engendrée par une partie). Si S une famille de parties de X. On appelle tribu

engendrée par S la plus petite tribu sur X qui contient S.

15



Si X est un espace topologique, on appelle tribu borélienne la tribu engendrée par les

ouverts, notée B(X).

Théoréme 1.2.3 [15/(La tribu B(R))

Sur R, muni de sa topologie usuelle, la tribu B(R) est engendrée par :
1) Les intervalles |a,b], a,b € R.

2) Les intervalles |—o0,b[, b € R.

3) Les intervalles Ja,+o0[, a € R.
Mesures positives

Définition 1.2.4

Soit (X, M) un espace mesurable, une mesure positive sur (X, M) est une application
p: M —10,400] qui vérifie :

i) j(0) = 0.

ii) St (Ap)n=1 C M disjoint deux-a-deur, alors

o0

m@mzzm&y

n=1
Remarque 1.2.5

De fagon générale, pour tout (A,)n=1 C M on a
+o0 00
1 QlAn> < 21 1(An).
Par ailleurs si A C B tel que p1(A) < oo alors u(B — A) = u(B) — u(A).

Proposition 1.2.6

1) Si (A)n>1 est une suite croissante dans M alors

+o00
u(U ) =l u(4,) (L.
2) Si (Ap)n=1 est une suite décroissante dans M telle que p(A;) < oo alors
+oo
u( OlAn) = lim_p(4,). (1.2)

16



Proposition 1.2.7 (lemme de Borel-Cantelli)

Si (X, M, 1) est un espace mesuré et (A,),>1 une suite de M telle que Z,u(An) < 00,

n=1
+00 400
alors p(limsup A,) =0, ot limsup A, = (| U Ax.

n=1lk=n

Mesure de Lebesgue sur R

Théoréme 1.2.8 (de Carathéodory)[15, Page 181]

Il existe une unique mesure positive sur (R, B(R)), notée A, telle que
A(a, b)) =b—a,
pour tout a,b € R, a < b. On l'appelle la mesure de Lebesgue sur R

Définition 1.2.9
(Mesure de Dirac) Soit X un ensemble et a € X un point de X. Pour tout A C X, la

mesure 0, de Dirac (sur P(X)) au point a est définie par

d.(A)=1, siae A
0,(A)=0, sia¢g A

Définition 1.2.10 (Mesure finie et o-finie)

Soit 1 une mesure positive sur (X, M)

1) On dit qu’une mesure positive i est finie si pu(X) < 00.

2) On dira que p est o-finie s’il existe (E,)p>1 C M telle que X = U(:En et (k) < oo

n=

pour tout n > 1.

Exemples 1.2.11

1) La mesure de Direc §, est finie car 0,(X) =1 < occ.
2) La mesure de comptage sur X est :

i) finie si et seulement si X est fini

i1) o-finie si et seulement si X est dénombrable.

17



1.2.2 Mesures extérieurs

Définition 1.2.12
Soit X un ensemble quelconque. On appelle mesure extérieure sur X wune application
w*: P(X) — [0, 400] possédant les propriétés suivantes
i) pr(2) =0
it) si A C B C X alors p*(A) < u*(B).
iii) Pour toute suite (Ay), de parties de X on a

w(JAn) <D e (An).

n=1 n=1

Remarque 1.2.13
Il est clair que toute mesure positive sur (X, P(X)) est une mesure extérieure sur X. Mais

la réceproque n’est pas vraie en générale, comme le montre l'exemple suivant

Exemple 1.2.14
Soit X un ensemble non-vide. L’application p* : P(X) — {0,1} définie par p*(0) =0
et f*(A) =1, si A+ est une mesure extérieure sur X.

De plus si card(X) > 1, lapplication p* n’est pas une mesure positive sur (X, P(X)).

Preuve.
Soit A, B € P(X) avec A C B. Si A= 0 alors p*(A) =0 < pu*(B). Si A+# ) alors B # ()
et donc p*(A) = 1= pu*(B).

Soit maintenant (A4, ), une suite de parties de X. Si tous les A, sont vides on a

prJAw) = wr0) =0=> p(4).

+oo
Pour le contraire, s’il existe j € N tel que A; # @ on a UA’” # () et alors

n=1

H*(UAn) =1=p"(4;) < ZM*(AH)'

18



ce que signifie que p* est une mesure extérieure sur X.
Du fait que card(X) > 1, on peut choisir a,b € X avec a # b. On pose A = {a} et

B = {b}. Dans ce cas pu* n’est pas additive car
p(AUB) =1# p*(A) + p*(B) = 2.
Alors p1* n’est pas une mesure positive sur (X, P(X)). =

Définition 1.2.15
Soit X un ensemble non-vide et soit p* une mesure extérieure sur X.

Une partie E de X est dite p*-mesurable si pour tout A C X on a
pr(A) = (AN E) + pr (AN E°) (1.3)

On dit aussi que E est mesurable au sens de Carathéodory (par rapport a p*).

On note M(p*) la famille des parties p*-mesurable de X .

Remarques 1.2.16
1) La mesurabilité de E ne fait pas intervenir u*(E) mais p*(A) ot A est appelée ensemble
test.

2) Pour tout A C X on peut écrire
A=AN(EUE")=(ANE)U(ANE°),
par la sous-additivité de la mesure extérieure (iii dans la Définition 1.2.12) on a toujours
pr(A) < p (AN E) + p* (AN E).
Alors pour montrer qu’une partie E C X est p*-mesurable, il suffit de montrer que
pH(A) 2 (AN E) + (AN E°), (1.4)

pour tout A C X.
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Théoréme 1.2.17
Soit p* une mesure extérieure sur un ensemble non-vide X. Alors M(u*) est une tribu

sur X et la restriction de p* a M(p*) est une mesure.

Mesure extérieure métrique

Rappelons que la distance entre deux sous-ensembles F, F' d’un espace métrique (X, d)
vaut
d(E,F)= inf d(z,y).

(z,y)eEXF

Définition 1.2.18

Une mesure extérieure sur (X,d) est dite métrique si
dE,F)>0 = p*(BEUF)=p"E)+u*(F).

Théoréme 1.2.19 [16]
Si u* est une mesure extérieure métrique sur un espace métrique (X, d), alors les boréliens

de X sont p*-mesurables ;

B(X) € M(p").

et la restriction de p* o B(X) est une mesure.

1.3 Intégration au sens de Lebesgue

Intégrale de fonctions positives

Définition 1.3.1
La fonction numérique f : (X, M) — (R, B(R)) est dite mesurable si

{f>a}:=fYa,+oc[) € M, pour tout a € R.
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On note L°(X) l’espace vectoriel des fonctions f : (X, M) — (R, B(R)) numériques

mesurables.

Remarques 1.3.2

1) La fonction indicatrice x 4 est mesurable si et seulement si A € M

2) Soit f,g: (X, M, un) — (R, B(R)) deuzx fonctions mesurables, on dit que f = g presque
par tout si

W{f # 9)) = pl{x € X : f(z) # g(a)}) = 0.

Définition 1.3.3
Une fonction mesurable positive [ : (X, M) — [0, +o0o[ est dite étagée si elle ne prend

qu’un nombre fini de valeurs, c-a-d

f= Z%XAN
i=1

ou f(X)={a,...,a,} CR et A; = f~1 ({a;}) € M. On écrit f € £,

On pose alors
[ 5=t
i=1

avec la convention 0.00 =0 si a; =0 et u(A4;) =0.
Nous notons £9 P'ensemble des fonctions f : X — [0, +oco] mesurables positives.

Définition 1.3.4

Pour f € LY on appelle intégrale sur X de f par rapport a p, l’élément de [0, +00] noté

/fdu et défini par
/fdu:sup{/sdu:565+,s§f}. (1.5)

Pour A € M on définit aussi
[ sawi= [ rcadn (16)
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Nous donnons maintenant le premier des grands théoréemes d’interversion limite-intégrale

(lim / _ / lim).

Théoréme 1.3.5 (de la convergence monotone ou de Beppo-Levi)

Soit (fn)n>1 une suite croissante dans EQF et soit f = lir& fn =supf,. Alors

n>1
/ P / Judi = sup / Fudn.
n—--+o00 n>1

Corollaire 1.3.6 (Interversion série-intégrale dans L9 )
+oo

Soit (fn)n>1 une suite de fonctions mesurables positives. La fonction Z fn est ausst dans

n=1

/ (:ﬁlfn) dp = :ﬁl (/mm) € [0, +00] .

Mesures a densité par rapport a une autre mesure

Eg et

A partir d’'une mesure et d’une fonction mesurable positive, on peut définir une autre

mesure de la maniére suivante.

Théoréme 1.3.7
Soient (X, M, u) un espace mesuré et f € LS. Définissons la fonction d’ensembles v :
M — [0, +o0| par
v(A) = / fdu, Ae M. (1.7)
A
Alors, v est une mesure positive sur (X, M). On dit qu’elle est de densité f par rapport
a p.
Exemples 1.3.8
1) Intégration par rapport & la mesure de comptage

Considérons (N, P(N)) muni de la mesure de comptage pn = card et la fonction mesurable

f:N—[0,400]. Alors

/fdu = +iff(n)-
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2) Intégration par rapport & la mesure de Dirac
Considérons ’espace mesurable (X, P(X)) muni de la mesure de Dirac 6, en point a € X

et la fonction mesurable f : X — [0, +o0]. Alors

| #ds.= s(a)

3) Intégration par rapport & une mesure o densité

Soit v la mesure de densité f par rapport & p sur l’espace mesurable (X, M). Alors pour

/gdv: /fgdu-

tout g € LY on a

Fonctions intégrables

Définition 1.3.9
Soit f: (X, M,u) — R (f € L°) une fonction numérique mesurable. On dit que f est

intégrable par rapport a p si
/ | fldp < oo.

On notera L' (1) Uespace vectoriel des fonctions f: (X, M, u) — R intégrables.

Théoréme 1.3.10 (Convergence dominée)

Soit (X, M, ) un espace mesuré. Soit (f,)n une suite de fonctions numériques mesurables.
On suppose que

1) fu — f presque partout

2) Il existe une fonction fire g : X — [a,+00]| intégrable telle que |f,| < g presque
partout. Alors, f est intégrable et [ |f, — f|du — 0 quand n — +oc.

En particulier, on a

i [ o= [ godn = [ s
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1.4 Reégularité d’une mesure sur un espace métrique
Soit 41 une mesure sur un espace métrique X muni de sa tribu borélienne B(X).

Définition 1.4.1
On dit que u est

a) Extérieurement réguliére si pour tout A € B(X),
w(A) = inf {u(0), O ouvert, A C O}.
b) Intérieurement réguliére si pour tout A € B(X),
w(A) =sup {u(K), K compact, K C A}.

¢) Réguliére, si elle est a la fois extérieurement et intérieurement réguliére. De maniére
équivalente, pour tout A € B(X) et tout e > 0, il existe un compact K et un ouvert O tels

que
KCcACO

et
HO\K) <e.

Proposition 1.4.2

Si p est finie, alors elle est extérieurement réguliére et pour tout A € B(X),
pu(A) =sup {u(F), F fermé, FF C A}.

Preuve.

11 suffit de montrer que pour tout A € B(X),
(Ve > 0, il existe un ouvert O O A et un fermé F' C A tels que u(O\F) <¢). (1.8)
Soit

7T ={A € B(X) vérifiant (1.8)}.
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Montrons que 7 est une tribu contenant tous les ouverts de X, et par conséquent égale a
B(X).
Soit A un ouvert de X. Pour O, il suffit de prendre O = A. Pour F, définissons

1
F, = {a:eA:d(x,AC) > E}

Comme F, = f~! ([%, +00 D avec la fonction x —— d(z, A°) est continue, F), est fermé.
De plus A€ est fermé donc pour tout x € A, d(z, A°) # 0. En effet, d(x, A°) = 0 si
et seulement si x est dans 'adhérence de A°, qui n’est autre que le complémentaire de
intérieur de A, c’est-a-dire le complémentaire de A. Ainsi, (F},), est croissante et on a
limF, = | F, = A4,
n w31
et donc (A\F,), est décroissante et on a

lign (A\F,) = N (A\F,) = 0.

n>1

Par la continuité décroissante (car la mesure p est finie) on a

lim p(A\F,) = u(0) =0.

n—:-+00

Montrons que 7 est une tribu,

i) X € 7, car il suffit alors de prendre O = F' = X.

ii) Passage au complémentaire. Soit A € 7 et ¢ > 0. Alors il existe ' C A C O tels que
1 (O\F) < e, o O est un ouvert et F' fermé. Avec O’ = F¢ et F' = O, O’ est ouvert, F’
est fermé et F' C A C O'. De plus,

O\F' =0’ N (F)° = F° N0 = O\F,

donc p (O\F) < e.
iii) Réunion dénombrable. Soit (A,),>1 une suite d’éléments de 7 et ¢ > 0. Alors pour
chaque n € N*, il existe un ouvert O,, et un fermé F), tels que F, C A, C O, et

g
on+1 '

w (On\Fn) <
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Comme (ngn Fk)n>l est une suite croissante de limite ( J, .., F},, la suite (1 (ngn Fk))n>1

converge Vers [l (Un>1 Fn) < o0. Il existe un entier n. tel que

o[y n)ze(un)-

Soient maintenant 'ouvert O' = J, 5, O, (réunion d’ouverts) et le fermeé F' = (J,,,_ Fx

N ™

(réunion finie de fermés). On a alors

FF=\ FcUFcUA4. cUO,=0,

k<ng n>1 n>1 n>1

et de plus

(ONF) = u<n> 0,

< u( (OmFﬁ)) -
n>1 2
g
n>1
£ £
< — =
= 7§12”+1+2 €

ce qui achéve la démonstration. m

Théoréme 1.4.3
Soient X un espace métrique localement compact séparable et p une mesure sur B(X)

finie sur les compacts de X. Alors j est réguliére.
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Preuve.

On utilise le fait qu'un tel espace est o-compact, c’est-a-dire qu’il existe une suite crois-
sante (Ey),>1 de compacts dont la limite (J,-, Fn est égale & X. En fait, nous allons
utiliser le résultat plus fort que X = Un21 Eon, ou Eo’n désigne l'intérieur de F,,.
Régularité intérieure. Soit ¢ > 0 et A € B(X). Soit y,, la mesure trace de sur E,, c’est-a-
dire p,(A) = p(E, N A).

Comme y,, est finie, d’aprés la proposition précédente, il existe un fermé F,, C A tel que

H(EN NV A) < p(By N F,) + .

Soit le compact K,, = E,,NF,, (intersection d’un fermé et d’'un compact). Comme F,, C A,

on a K, C A et I'on réécrit I'inégalité précédente
£
p(Ea 0 A) < () + 5. (1.9)

Observons que lini w(E, NA) = pu(A);
Si u(A) = 400, alors d’apres (1.9) lirg p(K,) = 400, autrement dit lirg u(K,) =

w(A). Si p(A) < oo, alors il existe n € N* tel que
H(A) < u(Bn 0 A) + 5 < pu(K) + <.

ce qui nous permet de conclure que u est réguliére intérieurement.
Reégularité extérieure. Soit ¢ > 0 et A € B(X). Soit p,, la mesure trace de sur E,.
Comme i, est finie, d’aprés la proposition précédente, elle est réguliére extérieurement.

Ainsi il existe un ouvert O,, tel que A C O,, et
WE, N A) > u(E,n0,) — 287 (1.10)

Montrons que O := 5, (O, N E,) vérifie u(A) > p(0) —e. Comme AN E,CO,NE,,
onaA =], (On N En) C O, ce qui donnera le résultat car O est ouvert (c’est une
réunion d’ouverts). Soit U,, = |J, <n <Ok N Ek> Nous allons montrer par récurrence sur

n > 1 que
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L’égalité est vraie pour n = 1 car elle se réduit a (1.10). En se servant de (1.10),

p(Uns1) = pu(Un) + p(Ongr N Eon+1) — w(Un N Opg1 N Eon+1)

o £ o o
< wANE,)+ > ot (AN E, )+ P w(Up N Opiy N Epyy)
1<k<n
o €
= wWANE )+ > ok T dn
1<k<n+1

ou

ap = LL(A N En) - M(Un N On—H N Eon—i-l) S 07

car AN En CU,NOpi1 N Eon+1. En effet, d’'une part A C O, et Eo’n - Eon+1 donc
AN En C Opi1 N EOnH; d’autre part, A C O,,, donc AN En cO,N En C U,. On a donc
bien

° g
lUn1) < p(AN Eu) + - 50 o

1<k<n+1

Ainsi, comme (U,,),>1 est une suite croissante de limite O, on obtient 'inégalité souhaitée

en passant a la limite en n. m
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1.5 Exercices de chapitre 1

Exercice 1.1
Soit R une relation d’equivalence ouverte sur un espace topologique X ( c’est-a-dire
l'application quotient ¢ : X — X/R est ouverte). Montrer que si X admet une base

dénombrable d’ouverts, alors il en est de méme pour 1'espace topologique quotient X/R.

Exercice 1.2
Soient X un espace topologique, F' une partie fermée de X et R la relation d’equivalence
de X obtenue en identifiant entre eux tous les éléments de F'; autrement dit, la relation
d’équivalence dont les classes sont F’ et les ensembles {z} pour = € X\F.

1) Montrer que si X est regulier, alors 1’espace topologique quotient X /R est séparé.

2) Montrer que si X est normal, alors l'espace topologique quotient X /R est normal.

Exercice 1.3
Soient X et Y deux espaces réguliers. Montrer que ’espace topologique produit X x Y

est régulier.

Exercice 1.4
Soient X un espace topologique séparé et B une base d’ouverts de X.
Montrer que X est compact si et seulement si de tout recouvrement ouvert (O;);c; de

X par des éléments de B, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Exercice 1.5

On munit R? de la distance euclidienne dy;

d2($7y) = \/(131 - y1)2 + (wz - y2)27 T = (%;552);1/ = (?Jl,y2) e R2.

1 1. A
Soit A > 0 et posons K = U, B}, ou B, = B, ((—, =), —) est la boule fermée de centre
- n'n’n
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1 A
(—, =) et de rayon — dans R2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que K
n'n n

soit compact.

Exercice 1.6
Soient X un espace topologique et f : X — R une application.
1) Montrer que f est semi-continue inférieurement si et seulement si, pour tout € X et
pour tout € > 0, il existe un voisinage V' de x dans X tel que pour tout y € V, on ait
fly) > f(z) —e.
2) Montrer que f est semi-continue supérieurement si et seulement si, pour tout x € X
et pour tout € > 0, il existe un voisinage V' de = dans X tel que pour tout y € V, on ait
) < f()+e.
3) Montrer que si f est continue de X dans R muni de sa topologie usuelle, alors f est
semi-continue inférieurement et supérieurement. Montrer qu’inversement si f est a la fois

semi-continue inférieurement et supérieurement, alors f est continue.

Exercice 1.7
Soient (X, d) un espace métrique et f : X — R une application semi-continue inférieu-

rement. On pose

fo(z) = inf [f(a) + nd(z,a)], n € N*.

reX
1) Montrer que f,, est continue & valeurs dans |0, 400, et que f,, croit vers f.
2) En déduire que toute application semi-continue inférieurement f est limite simple d’une
suite croissante (f,), de fonctions continues, de méme, toute application semi-continue

supérieurement ¢ est limite simple d’une suite décroissante (g, ), de fonctions continues.
Exercice 1.8 (Nombres diophantiens)

R est muni de sa tribu de Boréliennes B(R) et de la mesure de Lebesgue .

Soit 7 > 2. On dit que = € [0,1] est 7-diophantien dans [0, 1] s’il existe une constante
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¢ > 0 telle que pour tout rationnel b € QN 0, 1] vérifiant b # x,
q q

On peut voir les nombres 7-diophantiens comme des nombres “mal approchables” par des
rationnels. On note D, ’ensemble des réels T-diophantiens de [0, 1].

1) Soient (p,q) € N x N* et n € N*. Expliquer pourquoi

{xER:

x—y‘g

q

=} € B®),

nq’

et calculer

2) Pour tout n € N*, on définit 'ensemble

An:{xe [o,1],3§e<@m[o,1};

Montrer que lim A(A,) = 0.

n—--4o0o

3) En déduire que D, est de mesure pleine dans [0, 1], c-a-d A(D;) = 1.

Exercice 1.9

Une version plus forte du théoréme de convergence dominée
On considére un espace mesuré (X, M, u) tel que p(X) < oco. Soient (f,), une suite des
fonctions mesurables de (X, M) dans (R, B(R)). On dit que la suite de fonctions (f,)n

converge en mesure vers f si pour tout § > 0,

m p({f ~ ful > 6}) = 0.

li
n—s+
On note f, — f en mesure.
1) Montrer que si (f,), converge u-presque partout vers f, alors f,, — f en mesure.
2) On suppose que f,, — f en mesure. On souhaite montrer qu’on peut extraire de (f,,),

une suite convergeant u-presque partout vers f.
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a) Expliquer comment construire une sous-suite (f,(n))n>1 de (fn), telle que pour tout

n € N¥,
1 1
Z <{\f—f«:<n>\ > g}) < o

b) En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que la suite (f,(m))n>1 converge
j-presque partout vers f.
3) On suppose que f,, — f en mesure et qu’il existe une fonction g : X — R intégrable

telle que pour tout n € N*, | f,,| < g p-presque partout. Montrer que

lim /|fn—f\du:0.

n—--4oo

Indication : on pourra raisonner par [’absurde.

Exercice 1.10 (Régularité de la mesure de Lebesgue)
R est muni de sa tribu Boréliennes B(RR) et de la mesure de Lebesgue .

1) Soit n € N. On définit
An(B) = A(BN]—n,n[), pour tout B € B(R).

Veérifier que A, définit une mesure sur (R, B(R)).

2) On introduit la classe de parties
A={B € B(R), Ve >0, IF fermé, 30 ouvert, ' C B C O, \,(O\F) < ¢}.

Montrer que A est une tribu sur R.
3) En déduire que si B est un borélien de R et ¢ > 0, il existe un fermé F de R et un
ouvert O de R tels que

FCBCO et N\(O\F)<e.

4) Montrer que si B € B(R), alors pour tout € > 0, il existe un ouvert O de R tel que

BCO et MNO\B)<

DO ™
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Conclure.

5) Déduire de la question précédente que pour tout borélien B de R,

A(B) = inf{\O): B C O, O est ouvert},

A(B) = inf{\K): K C B, K est compact} .

Exercice 1.11 (Non-régularité de la mesure de comptage)

Soit m la mesure de comptage sur R.
1) a) Soit A € B(R) tel que m(A) = +o0o. Montrer qu'’il existe une suite croissante (K, ),>1
de compacts inclus dans A telle que nirgoom(Kn) = +o00.

b) Traiter le cas plus facile ou m(A) < oo afin de déduire que m est intérieurement
réguliére.

2) Montrer que m n’est pas extérieurement réguliére.
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Chapitre 2

Mesures réelles (signées),

décomposition
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2.1 Mesure signée, décomposition

Définition 2.1.1

Soit (X, M) un espase mesurable. La mesure signée (réelle) est une application

p: M — [—o0, +00],

telle que
i) u(0) =0
i1) p est o-additive ;
+oo o]
p((JAn) =D (A,
n=1 n=1

pour toute suite (Ay,)n>1 de M disjoints deuz & deux.

La mesure signée p est dite finie si u(A) est fini (i.e. u(A) € R) pour tout A € M.

Remarque 2.1.2

La musure signée infinie p ne peut prendre a la fois la valeur —oo et la valeur +o00 : c’est
Uun ou lautre. En effet, supposons qu’il existe A, B € M avec u(A) = oo et pu(B) =
—00. Puisque j1(A) 4+ p(A°) = u(X) on a u(X) = oo et aussi par p(B) + p(B°) = u(X)

on a u(X) = —o0, ceci une contradiction.

Proposition 2.1.3
Soit j1 une mesure signée sur (X, M).

i) Si A, B € M tels que A C B avec u(B) est fini alors u(A) est fini. De plus on a
p(B\A) = u(B) — p(A).

Par conséquence, si u(X) est fini alors p est finie.

i1) La mesures signée p vérifiée la continuité croissante et la continuité décroissante.

Preuve.

i) Soit A C B avec u(B) est fini. On a B = AU (B\A), alors

u(B) = p(A) + n(B\A).
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11 est clair que p(A) est fini, car si p(A) = +o00 on a u(B\A) = —oo, ce qui est une
contradiction puisque p ne peut prendre a la fois —oco et +oo.

ii) La preuve comme le cas des mesures positives. ®

Exemple 2.1.4
Soit A\ la mesure de Lebesgue définie sur, B([—1,1]), les boréliens de [—1,1]. On définit

une fonction ensembliste, i, sur B(|—1,1]) par
p(A) =A(AN0,1])+A(AN[-1,0]).
Alors p est une mesures signée sur B([—1,1]).

Exemple 2.1.5
Si piy et py sont deuxr mesures positives sur (X, M) dont au moins une est finie, alors

[y — [y est une mesure signée sur (X, M).

Exemple 2.1.6
Soit . une mesure positive sur l’espace mesurable (X, M) et soit f : X — R une fonction

intégrable. L’application v : M —R

U(A)—/Afdﬂ—/Af*du—/Afdu?

est une mesure signée. On dit qu’elle est de densité f par rapport a j.

En effet, Pour tout Ay, As, ...disjoints deux & deux dans M on a

oJan- | (Z foi> du=Y [ Padn=3 o0,

ot la premiére égalité est vraie car les ensembles Ay, As, ... sont disjoints deux o deux et

la deuzxiéme égalité découle de l’inégalité

Z fXAi
=1

ce qui, avec I'hypothése que f € L(11) nous permet d’échanger lintégrale et la limite des

<|fl,

sommes partielles par le Corollaire 1.3.6.
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Définition 2.1.7

Soient p une mesure signée sur (X, M) et A € M.

i) On dit que A est positif pour j si pour tout E € M avec E C A on a u(E) > 0.

it) On dit que A est négatif pour p si pour tout E € M avec E C A on a u(E) <0.

iii) On dit que A est nul pour u si pour tout E € M avec E C A on a p(E) = 0. On écrit

simplement A est p-nul.

Proposition 2.1.8
Soit p une mesure signée sur (X, M).
i) Si A est positif (resp. négatif, resp. nul) et B € M avec B C A, alors B est positif

(resp. négatif, resp. nul).
“+oo
it) Si (A,), est une suite des ensembles positifs (resp. négatifs, resp. nuls), alors UA”
n=1

est positif (resp. négatif, resp. nul)

Preuve.

i) Soit E € M, E C B C Aalors E C A et A est positif donc u(E) > 0, d'ou B est

positif.
+0o0

ii) Soit A = UA”’ on définit la suite (B,,), par
n=1

Bl = Al
B,=A\(AiUAU...UA,_4), pour n > 2.
Les B, sont des patrties mesurables disjoints deux & deux, de plus ils sont positives car

B, C A, pour tout n > 1 et on a
+o0 +oo
A=JA, =B
n=1 n=1
Soit £ € M, E C A, alors on peut écrire

+0o0
E=EnA=J(B.NE).

n=1
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Par la o-additivité de la mesure signée u en tenant compte du fait que B,NE C B,, on a

u(E) = M(UBnmE) = ZM(BHQE) > 0.

+oo
Ce qui donne UA” est positif. m

n=1

Décomposition de Hahn

Théoréme 2.1.9 [1, Page 267]

Soit 1 une mesure signée sur (X, M).

PNN=0
Il existe P, N € M tels que , P est positif et N est négatif.
PUN=X

On dit que (P, N) est une décomposition de Hahn de la mesure signée .

Remarque 2.1.10
La décomposition de Hahn n’est pas unique, on peut associer plusieurs décomposition de
Hahn pour la méme mesure signée (.

Soient (X, M) =([—1,1],B([—1,1])) et i la mesure signée définie par

u(A) = /Axdx, Ae B([-1,1].

Les couples ([0,1],[—1,0]) et (]0,1],[—1,0]) sont deux décompositions de Hahn pour la

mesure Signée [i.

Décomposition de Jordan

Théoréme 2.1.11
i) Toute mesure signée p sur (X, M) est la différence de deux mesures positives u*, u~
(u=pu" — =) dont au moins une est finie. De plus, si (P, N) est une décomposition de

Hahn de p, on définit u* et u= par
pt(E)Y=pw(ENP) et p (E)=—pu(ENN), pour tout £ € M.

i1) Les mesures positives u* et p~ ne dépendent pas de la décomposition de Hahn utilisée.
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Preuve.

Comme P est positif et ENP C Ponap"(E)=puENP)>0etaussi N est négatif
et ENN C N donc p (FE) = —pu(EN N) > 0. Ce qui montre que les fonctions ™, ™ :
M — [0,400] sont positives. Dautre part pu™(0) = (@ N P) = p(@) = 0 et aussi
= (@) = 0. Pour la o-additivité, soit (E,),>1 une suite de M disjoints deux a deux, la

suite (E, N P),>1 est aussi disjoints deux a deux car
(E,.NP)N(E,NP)=E,NE,NP=0NP =0, pour tout n # m.

La mesure positive u* est o-additive car

wh (UEH) = (UEn ﬂP) =Y wE,NP)=> u(E,).

De méme pour la mesure positive p~. Il suit alors que p et u~ sont des mesures positives.

On a p = p* — p~ car pour tout £ € M,
WE)=pENX)=p[EN(PUN)]=wENP)+(ENN)=p"(E)—p (E).

Puisque p prend au plus I'une des deux valeurs +o0o ou —oo alors u ou p~ est finie.
Il reste & montrer que p™, u~ ne dépend pas de la décomposition de Hahn utilisée. On
considére deux décompositions de Hahn (P;, Ni) et (P, No) de la mesure signée p et on

montre que
w(ENP) = p(EN k)

p(E N Ny) = p(E N N)

pour tout £ € M?
Puisque E N (P\P,) C Py et P; est positif on a
p(EN(P\P))>0. (2.1)
D’autre part, puisque P, U Ny = X on a Ny = P¢ et alors

EN(P\P)=ENPN(PY)=ENP, NN, CN,.
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L’ensemble N, est négatif donc
p(EN(P\P)) <0. (2.2)

Les inégalités (2.1) et (2.2) implique que p (E N (P\P)) = 0. Mais,
Py

A\

EnP = EN|(P\R)U(PNP)

= EN(P\R)UEN (P NP)

(E1) (F2)

Puisque (E1) et (E2) sont disjoints on obtient

=0

De méme facon on trouve p(ENPy) = p(EN PN P,y). Ce qui donne

Exemple 2.1.12
Soit v la mesure signée définie dans I’Exemple 2.1.6 et considérons P, N deux parties de
X telles que

P={xreX:f(x)>0} et N=PC.

Puisque la fonction f est mésurable on a P = f~1([0,+0c[) € M et N = P € M et
aussi PUN = X et PN N = (). L’ensemble P est positif car si E C P alors f > 0 dans
E donc

U(E):/Efd,uZ/EOd,u:O

de méme fagon montrons que N est négatif. Alors (P, N) est une décomposition de Hahn

de la mesure signée v. Pour la décomposition de Jordan, pour tout E € M on a

v(E) = fduszfxpduz/Eﬁdu

ENP
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t
6 vi(E)=—[ fdp= _/EfXNd,u = /Efdu

ENN
Corollaire 2.1.13

Si (ut, 1) est la décomposition de Jordan de la mesure u, alors pour tout A € M on a
pH(A) = sup{u(E), E€M, EC A} (2.3)
p(A) = sup{—p(E), E€M, ECA}. (2.4)

Preuve.

Soit A, E € M avec E C A, puisque " est une mesure positive on a

Donc 7 (A) est un majorant de l'ensemble {u (EF), F € M, E C A}. D’autre part si,
(P, N) est une décomposition de Hahn de p on a ™ (A) = u (AN P) et puisque P € M
et ANP C Aona

p(A)=p(AnP)e{n(E), E€M, ECA}.
Ce qui implique que

pt(A) =sup{u(E), E€e M, EC A}.

Théoréme 2.1.14

(caractérisation des ensembles positifs et négatifs)

Soit 11 une mesure signée sur (X, M). L’ensemble E € M est positif (resp. négatif) si et
seulement si u~(E) =0 (resp. p*(E) =0).
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Preuve.
—) Si E est positif et si (P, N) est une décomposition de Hahn de g on a u=(E) =
—u(ENN),

ENN C E et E positif — up(ENN) >

0
ENN CN et N négatif — u(ENN)<0

IN

ce qui implique que u(E N N) =0 alors p~(E) = 0.
<) Supposons que x~ (E) = 0 et montrons que E est positif. Soit G € M avec G C E
donc ¢~ (G) < p~(E) =0 ce qui donne p~ (G) = 0. Alors

1(G) = p™(G) — p~(G) = p™(G) > 0,

d’ou la positivité de I’ensemble . m

2.2 Variation d’une mesure signée

Définition 2.2.1

Soit p une mesure signée sur (X, M). La variation de j est la mesure positive définie par
ul = p" +p,

ot (u*, 1) est la décomposition de Jordan de pu.

La variation totale de p est la quantité ||p|| = |u| (X).

Exemple 2.2.2

La variation de la mesure signée v définie dans I’Exemple 2.1.6 est donnée par

ol () =0t )+ o) = [ s [ rau= [ if1de

Remarque 2.2.3
Pour tout A € M on a

()] < |l (A). (2.5)
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En effet,
[u(A)] = |u(A) = u= (A)| < | (A)| + |w (A)] = (A) + 1 (A) = |ul (A).

Proposition 2.2.4

Soit . une mesure signée sur (X, M), alors

+o0
|| (A) = sup {Z (A 2 (An)n>1 C M partition de A} : (2.6)
n=1

Preuve.

Soit (P, N) une décomposition de Hahn de p. On a
|1l (A) = u"(A) + p~ (A) = n(ANP) — u(ANN),

puisque P est positif avec AN P C P on a u(AN P) > 0. Aussiet N est négatif et
ANN C N, alors u(AN N) < 0. Donc

|l (A) = [u(AN P)[ + |p(AN N)|.

Il est clair que {AN P, AN N} est une partition de A dans M car ANP,ANN € M et
(ANP)U(ANN)=AN(PUN)=ANX=A
et
(ANP)N(ANN)=AN(PNN)=ANnD=10

+o00
Ce qui implique que |u| (A) < sup Z |w(An)| 2 (Ap)n>1 C M partition de A} :
n=1

D’autre part, d’apres (2.5) et puisque |u| est une mesure positive on a

+o00
sup Z l(An)] : (Ap)n>1 C M partition de A}

n=1

IN

sup Z | (Ay) : (An)n>1 C M partition de A}

n=1

+o0
= sup< |yl (UA”> : (An)n>1 C M partition de A}

— |ul (4.

Donc on obtient I’égalité (2.6). m
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Corollaire 2.2.5

On a ausst
1] (A) = sup {|u(E)| + [p(A\E)| : E € M et EC A} = s. (2.7)

Preuve.

Puisque {E, A\FE} est une partition de A pour tout £ € M avec E C A, d’apres la
proposition précédente on a |u| (A) > |u(E)| + |w(A\E)| dou |u] (A) > s. Inversement,
pour tout A € M on a |u|(A) = uT(A) + u (A). Comme

p(A) =sup{p(E), E€ M, EC A},
alors pour tout € > 0 on peut choisit £, € M et E. C A telle que

p(Be) = pt(A) = 5. (2.8)

Si ut(A) = +oo alors
£

s 2 |u ()l = p'(A) = 5 = +o0,

et donc s = 400 = |u| (A). Maintenant supposons que p*(A) < 4o00. Alors
€
pA) = n(Ee) + p(A\E:) = i (A) = 5 + p(A\E.).
D’ou
£
wA) = 1 (A) = =5 + (A\EL),

ce qui implique que

—H(A\E.) = 5 (4) - 5. (2.9)

(2.8) et (2.9) donne

|1 (E)| + | (A\E2)| > p(Be) — p(A\Ez) > i (A) + p (A) — e = |ul (4) —e.

En fin
5> (B + |u (AVED)| > |l (4) — ¢, Ve > 0.

Ceci entraine que s > |u| (4). =
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Proposition 2.2.6

|| est la plus petite mesure positive sur (X, M) qui majore p.

Preuve.

Pour tout A € M on a |u(A)| < |p| (A) (Remarque 2.2.3), alors || majore p. Supposons
que v est une mesure positive majore p i.e. |u(A)| < v(A) pour tout A € M et montrons
que |p| (A) < v(A)?

Soit (A,)n>1 une partition de A dans M. On a

S luA)] < Yw(A,) = v (UM) — v(4).

n=1
En prend la borne supérieure sur toute les partitions mesurables de A, on trouve |u| (A) <

v(A). =

Proposition 2.2.7

Pour toute mesure signée finie p sur (X, M), la variation totale de i est finie c-a-d

el = 1l (X) < 00,

par conséquent, || (A) < oo pour tout A € M.

Preuve.
On sait que 'une des messures p* ou i~ est finie et comme (X)) (X)) —p~ (X) alors

= i
pt(X) et p (X) sont finies, ce qui implique que |p|| = ™ (X) 4+ p~(X) est finie. =

Proposition 2.2.8
L’ensemble M (X)) des mesures signées finies p sur (X, M) est un espace vectoriel sur R

et la variation totale définie une norme sur cet espace.

Preuve.

Il est clair que M (X)) un sous-espace vectoriel de ’espace de toutes les applications M —
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R. Pour toute mesure singée p € M(X) et a € R,

loull = lap| (X)

+oo
= sup {Z lau(An)| : (An)n>1 C M partition de A}
n=1

+0o0
= |a|sup {Z l(An)] - (Ay)n>1 C M partition de A}
n=1

= lal|lull-

Si |||l = 0 alors |u] (X) = 0. D’aprés (2.5) on a
[(A)] < |pl (A) < |p] (X) =0, pour tout A € M.

Donc p(A) = 0 pour tout A € M, d’ou la mesure signée p est nulle. Pour I'inégalité

triagulaire on utilisant la relation (2.7), soit i, 1y deux mesures signées sur (X, M)

g + ol = |1y + pof (X)

= s {111 (A) + pa(A)] + 1 (A%) + pa(A°)[}
< sup {[pg (A)] + [ (A} + sup {[ua(A)] + | (A9)[}
AeM AeM

= [ (X) + [po] (X).
= H/hH + H/h” .

Donc ||y + piol| < [yl + [[t]] . m

Théoréme 2.2.9 [1, Page 264/

M(X), muni de la norme variation totale ||p|| , est un espace de Banach.

2.3 Intégration par rapport a une mesure signée

Soit 1 une mesure signée sur I’espace mesurable (X, M) de la décomposition de Jordan

p=pt =
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Définition 2.3.1

Soit f : X — R une fonction mesurable. L’intégrale de f par rapport a i est donnée par

[ tdn= [ sau = [ rau (2.10)
Remarques 2.3.2

1) Pour les fonctions f € L'(u™) N LY (u™) ona f = fT — f~ avec f* = max(f,0) et
f~ =max(—f,0) et alors

/fdu /f*dﬁ—/fdu*—/f*dqu/fdu-

2) Comme |u| = p* +p~ ona

[1stam = [1s1a0st +07) = [ 11+ [ 1f1du,

et donc f € L*(|u|) si et seulement si f € L'(u™) et f € L'(u™), c’est-a-dire

la relation

() = LM () = L) N LMo, (2.11)

L’intégrale par rapport & une mesure signée vérifie des propriétés analogues a celle de

I'intégrale par rapport & une mesure positive.

Proposition 2.3.3

Soit 1 une mesure signée sur (X, M).
Si f e L*(u) alors
[ < [ 151101 212

On utilise les propriétés analogues des mesures positives avec (2.10),

Preuve.

[ fdp| = |f fdu* = [ fdu~|
< [ fdpt|+|[ fdp~|
< [lfldu*+ [|fldp

J1fldlul.
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Théoréme 2.3.4 (Convergence dominée).

Soient (f,)n une suite de fonctions de L'(|u|). On suppose que
1) fn — f, |u|-presque partout.

2) Il existe une fonction fize g € L*(|u|) telle que

|ful < g, |u|-presque partout.

Alors,

lim / Fudp = / fdu (2.13)

n—-s--+o00

Preuve.

Le théoréme de convergence dominée (Théoréme 1.3.10) pour la mesure positive |u| donne

i [ 14, - Al =o.

]/nw—/mds/m—ﬂwm—w,
/fndu—> /fdu-

Par (2.12) on a

donc
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2.4 Exercices de chapitre 2

Exercice 2.1
Soit 4 une mesure signée sur ’espace mesurable (X, M).
1) Montrer que si E € M tel que u(E) > 0, alors il existe un ensemble positif Fy pour u
avec Ey C E et pu(Ey) > p(E).
2) Montrer que si F' € M tel que u(F) < 0, alors il existe un ensemble négatif Fyy pour
avec Fy C F et u(Fy) > pu(F).

Exercice 2.2
Soit p une mesure signée sur ’espace mesurable (X, M) de la décomposition de Jordan
(ut, ™). Soient E, F € M telsque EUF =X et ENF = (.

Montrer que si p~(E) = p(F) = 0, alors le couple (E, F) est une décomposition de
Hahn de pu.

Exercice 2.3
Soit p une mesure signée sur I’espace mesurable (X, M).
Montrer que si (1", u) est la décomposition de Jordan de la mesure p, alors inf {u*, u=} =

0 (la mesure nulle)

Exercice 2.4
1) Soit X un ensemble non vide et soit A, B C X. Déterminer |y, — xpg| -
2) R est muni de la tribu Borélienne B(R) et la mesure de Lebesgue A.
Soient E € B(R), E # () avec A(E) < oo et G € B(E). On définit 'application
p:B(E) — R
Ar— u(A) =XGNA) = A[(E\G)N A

Montrer que p est une mesure signée sur (E, B(F)) et déterminer |u|, la variation de p.
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Exercice 2.5 (Examen 2016)
1) Montrer que si m est une mesure signée finie sur (X, M) et my, my sont deux mesures

positives sur (X, M) telles que m = m; — msg, alors
my > mT et me > m.

2) Soient p,n deux mesures signées finies et v une mesure positive sur (X, M) telles
que u+v =mn.

Utiliser la question précédente pour montrer que
pt <yt <pt4+v et nT<pT <y +v.

Exercice 2.6
Soit 4 une mesure signée finie sur ’espace mesurable (X, M) et soient (P, Ny), (Pa, Na)

deux décompositions de Hahn de la mesure . Montrer que
1l (PIAP) = |pu| (N1AN3) = 0.

Exercice 2.7
Soit p une mesure signée finie sur I'espace mesurable (X, M) de décomposition de Hahn
(P,N).
1) Pour A € M, calculer [ x du et [,(xp— xn)du

fouh

2) Montrer que pour tout A € M on a

|| (A) = sup
1f1<1
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Chapitre 3

Théoréme de Radon-Nikodym et

applications
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3.1 Absolue continuité

Définition 3.1.1
Soit m une mesure positive sur (X, M) et p une mesure signée sur (X, M). On dit que
1 est absolument continue par rapport ¢ m et ['on écrit p < m si pour tout A € M tel

que m(A) =0 on a également u(A) = 0.
VAe M:m(A)=0= u(A)=0

Une mesure sur (R™, B(R™) est absolument continue si elle est absolument continue par

rapport a la mesure de Lebesque.

Remarque 3.1.2
Sim et u sont deux mesures positives sur (X, M) telles que p < m, alors p < m. En

effet, soit A € M tel que m(A) =0 on a0 < p(A) <m(A) =0 alors u(A) = 0.

Exemples 3.1.3

1) Toute mesure signée finie p est absolument continue par rapport & sa variation |pu|
c-0-d p L |p|. En effet soit A € M tel que |u| (A) = 0. Puisque |pu(A)| < |u|(A) on a
1(A) = 0.

2) Soit m une mesure positive sur (X, M) et f € L*(m). Soit p la mesure de densité f
par rapport a m c-a-d

u(A):/Afdm, AeM

Alors p < m car m(A) =0= [, fdm = 0.
Nous allons voir que st m est une mesure o-finie, alors toute mesure absolument continue

par rapport a m est de ce type : c’est le Théoreme de Radon-Nikodym.

Proposition 3.1.4
Si < m alors |u| < m
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Preuve.

Supposons que m(A) = 0. D’apres le Corollaire 2.2.5 on a
] (A) = sup {|u(E)| + [W(A\E)| : E € M et E C A}

Soit E € M tel que E C A et donc m(E) = 0 et m(A\E) = 0 (car A\E C A), alors
w(E) =0 et u(A\E) = 0 puisque p < m. Il en résulte que |u| (A) = 0, en passant a la

borne supérieure. m

Corollaire 3.1.5
<< m si et seulement si pt <K m et um K m.

Preuve.

Supposons que 4 < m, alors |u| < m. Soit A € M avec m(A) = 0, alors |u|(A) =0
et u(A) = 0 ce qui implique que pu™(A) = 0 et p=(A) = 0 puisque |u| = p* + p= et
p=pt—p

Inversement, si pu*, u~ < m, alors m(A) = 0 implique p"(A) = p=(A) = 0 et donc
1(A) =0, ce qui suffit. =

Proposition 3.1.6
Soient m, p deux mesures sur (X, M) avec m positive et j signée finie. Alors u < m si

et seulement si

(Ve >0), (36>0), VAe M:m(A) <§= |u(A)| <e (3.1)

Preuve.
(«<=) Supposons que (3.1) est vrai et soit A € M avec m(A) = 0 alors 0 = m(A) < ¢
pour tout ¢ et donc

(Ve >0), [u(A)<e

Ceci entraine p(A) = 0 et alors u < m.

(=) Supposons la propriété (3.1) fausse, alors

(3>0), (V6>0), (B M): m(A) <det |u(A)]>e (3.2)
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1
Si on pose § = on OB obtient

(Vn>1), (34, e M): m(A,) < & et |u(A,)| >¢

o
+00 400
Posons A = ﬂ U Ay. Puisque
n=1lk=n
+o0
AC UAk’ pour tout n > 1
k=n

on déduit que

m(A) < m(UAk> < Zm(Ak) §2n1_1
k=n k=n

Par le passage a la limite quand n — +o00 on trouve m(A) = 0.

+o0
La mesure positive || est finie car p est finie (voir Proposition 2.2.7) et la suite (U Ak> est
n>1

k=n

décroissante. Ainsi, la continuité décroissante pour la mesure positive |u| donne

+oo
[ul(A) = lim [u| (UAk> > lim | (A) 2 lmJp(Ag)] > e > 0.
k=n

n—-s--+o00o n—---+o0o n

m(A) =0 et |u| (A) > 0 implique que |u| n’est pas absolument continue par rapport a m,
alors p n’est pas absolument continue par rapport a m en vertu de la Proposition 3.1.4.

Remarque 3.1.7

Si . est une mesure positive infinie, alors l'imlication (=) dans la proposition précédente
est faux en général. 1l suffit de prendre m = X\ la mesure de Lebesque sur B(R) et u(A) =
LA [tldA(t). On sait que pn < X. D’autre part, la suite ([n, n+ %}) vérifie

n>1

1 nty 1
,u<{n,n+—])=/ tdt =1+ — > 1.
n n n

Alors que



D’ou la condition (3.2), la négation de (3.1), est vérifie.

Mesures étrangéres (ou singuliéres)

Définition 3.1.8
Soient p et v deuz mesures signées sur (X, M). On dit que j et v sont étrangéres, et l'on

écrit p L v, sl existe A € M telle que A est p-nul et A® est v-nul.

Remarque 3.1.9

Si o est une mesure positive, alors A est p-nul signifie que u(A) = 0.

Exemple 3.1.10
Soit (1 une mesure signée avec une décomposition de Hahn (P, N) et la décomposition de

Jordan (p*, ™). On a donc u™ L p~. En effet, puisque P est positive et N négative on
aput(N)=0 et u (N°)=p (P)=0 (voir Théoréme 2.1.14).

Proposition 3.1.11

Soit m une mesure positive sur (X, M) et p, j1,, iy des mesures signées (ju, et uy finies)
sur (X, M). On a :

1) py Loy = || L g

2)py Lpetpy L= (uy+py) Lp

8) K m et piy K m = (g + po) < m

4) iy < moet py Lom = py L,

5)Sip<<metp L m la mesure p est nulle.

Preuve.

1) Exercice.

2) 11 existent Aj, Ay € M tels que A;, Ay sont p-nuls, A§ est p,-nul et A§ est p,-nul.
Par la Proposition 2.1.8 on voit que la partie A = A; U Ay est p-nul. Soit £ € M,
E C A° = A{ N A5 alors que E C Af et ¥ C A§ ce qui donne

(11 + 1) (E) = py(E) + po(E) = 0.
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Donc A° est (uq + pig)-nul.
3) est simple car si m(A) =0 on a py(A) =0 et py(A) =0 donc

(11 + o) (A) = 1y (A) + py(A) = 0.

4) Si py L m il existe A € M tel que A est py-nul et m(A°) = 0. 11 suffit de montrer
que A€ est py-nul. Soit £ € M avec E C A° donc m(F) = 0, comme p; < m on obtient

m(E) =0.
5) Sip << met p L m, alors d’aprés 4) on a L p. Donc il existe A € M tel que A est
p-nul et A¢ est p-nul, ceci implique que pour tout £ C AU A° = X vérifier u(E) = 0 et

donc p est nulle. m

3.2 Le Théoréme de Radon-Nikodym

Théoréme 3.2.1 (de Radon-Nikodym)/[1]
Soit m, p deux mesures sur (X, M) telles que m est positive o-finie et p est signée o-finie
avec i < m. Alors il existe une unique (m-presque par tout) fonction réelle intégrable

f € LY(m) ( f mesurable positive si u est positive o-finie), telle que pour tout A € M

u(A) = /Afdm. (3.3)
Dans ce cas on écrit p = f.m

d
En général, f est noté par d—ﬂ et on dit que c’est une dérivée de Radon-Nikodym de p
m
par rapport a m.
L’hypothése de o-finitude dans le théoréme précédent est nécessaire comme le montre

I’exemple suivant.

Exemple 3.2.2

Posons m = ¢ la mesure de comptage et u = X\ la mesure de Lebesquesur définies sur R.
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On sait que ¢ n’est pas o-finie car R n’est pas dénombrable. On a A < ¢ car si ¢(A) =0

onaA=0 et \(0) = 0. Supposons qu’elle existe une fonction f € L*(c) telle que
MA) = [, fde, YA € B(R).

Donc pour tout © € R on a
0=M{zh = [ fde=f@) [ de= fa)elfs)) = £
{=} {=}
on devrait donc avoir A(A) = [, 0dc = 0 pour tout A € B(R), contradiction. Alors la
mesure de Lebesque n’admet pas une dérivée de Radon-Nikodym par rapport a la mesure

de comptage.

Proposition 3.2.3
Soient m, v et y' trois mesures positives o-finies sur (X, M) telles que < m et i < m.
Alors

dp+p) _ dp  dy

= ——+ ——, m-p.p

dm dm  dm

Preuve.
!

d d
Posons f = d_u et g = di avec f et g des fonctions mesurables positives. D’aprés 3) dans
m m
la Proposition 3.1.11 on a u+ 4’ < m. Alors pour utiliser le Théoréme de Radon-Nikodym,
il reste & montrer que la mesure positive p+ p' est o-finie. Il existe (A, )n>1, (Bn)n>1 C M

tels que

oo oo A,) < o
X = UA" = UB” et #(An) pour tout n > 1
n=1 n=1 Bn < 0

Pour tout n,m > 1 on a
(1 + ) (AN B) = p(A,NBy) 4+ p'(Ay N By)
< u(A,) + 1 (Byp) < 0o
et aussi

U (A, N B,,) = (DoAn> N (UBm> =X

n,m=1
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Donc p + i est o-finie.
D’aprés Radon-Nikodym, il existe une fonction positive mesurable h telle que pour tout

AeM,ona
(it 1) (A) = / hdm

A
D’autre part

(1 1)(A) = p(A) + 1(A) = / (f + g)dm

Ce qui donne f + g = h, m-p.p, d’ou

dip+p) _dp  d

dm dm ' dm’ mp-p

3.3 Applications du Théoréme de Radon-Nikodym

3.3.1 Caractére complet de M (X)

M (X) est 'ensemble des mesures signées finies p sur (X, M). Dans la suite on utilisant
le théoreme de Radon-Nikodym pour donner une preuve simple du Théoreme 2.2.9 dit

que M (X) est un espace de Banach muni de la norme variation totale.

Lemme 3.3.1
Si P est une probabilité sur (X, M) (i.e. P est une mesure positive avec P(X) = 1). Alors
lapplication
U LY(P) — M(X), ¥(f)=p=fP,
est une isométrie linéaire.

Preuve.

L’application ¥ est linéaire car pour tout f,g € L'(P), a,3 € R, et A€ M on a

Y(af + Bg)(A) =/A(Oéerﬂg)dPZa/AfdPJrﬁ/AgdP:Oé‘I’(f)(A)Jrﬁ\I’(g)(A)-
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D’aprés I’Exemple 2.2.2, pour tout f € L'(P) on a

N sy = Nl = Tl (X / [F1dP = [ f]l 11 gy

u

Preuve. (de Théoréme 2.2.9)

Soit (y,,)n une suite de Cauchy dans M (X). S’il y a une infinité des termes pu,, qui sont
nulle, la suite converge vers (. Sinon, on peut supposer p,, # 0 pour tout n > 1. Posons

alors

_Z sy

[P est une probabilité car
+00 1

PX)=Y ——— =
(0 = X g Il

D’autre part p,, < P pour tout n > 1 car si A € M avec P(A) = 0 on a |u,| (4) =0
pour tout n > 1 ce qui implique que u; " (A) =0 et u, (A) = 0 donc p,(A) = 0 pour tout
n > 1. D’aprés le théoréme de Radon-Nikodym il existe f, € L*(P) tel que

p,(A) = / fndP, pour tout n > 1et A e M.
A

La suite (f,), est de Cauchy dans I'espace de Banach L!(IP) puisque par le lemme pré-

cédent on a
1o = Fullpiey = 1Y () = Ul = e — tmll

et donc f, — f € L'(P). De nouveau par le lemme précédent on a p, — pu = fP €
M(X) car
it =l = W (Fn) = O psx) = 1fn = Fll ey — O

Théoréme 3.3.2

Soit m une mesure positive o-finie sur (X, M). Soit A,,, constitué par les mesures signées
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finies € M(X) absolument continues par rapport & m c-a-d
Ap={pe M(X):p<m}

1) A,, est un sous espace fermé de M(X)

2) Il existe un isomorphisme isométrique entre l’espace de Banach L*(m) et l’espace A,,.

Preuve.
1) A, est un sous espace vectoriel de M (X) car si u < m et v < m alors ap+ v < m
pour tout «, 5 € R.
Soit (i, )n>1 une suite dans .A,, convergeant (au sens de la norme de M (X)) vers p €
M(X) c-a-d

Jm gy —pll = lim e, = pf (X) = 0.

Pour tout A € M, la suite réelle (u,,(A)),>1 converge vers p(A) car

|14, (A) = p(A)| < [y, = (A) < gy = p (X) — 0.
Soit maintenant A € M avec m(A) = 0, donc, puisque y,, < m on a p,(A) = 0 pour
tout n > 1 et alors u(A) = niniooun(fl) = 0, ce qui montre que y <K m d’ot pu € A,,.
2) Définissons Papplication @ : L'(m) — A,, par ®(f) = u = f.m. Cette application est
une isomeétrie linéaire (voir la preuve du Lemme 3.3.1), ® est surjective car si u € A, on

a i < m et m est o-finie, alors par le Théoréme de Radon-Nikodym il existe f € L'(m)
telle que p= fom = &(f). m

3.3.2 Décomposition de Lebesgue d’une mesure signée

Théoréme 3.3.3 [1]
Soit m, p deur mesures sur (X, M) telles que m positive o-finie et |1 est signée o-finie.
Alors il existe un unique couple de mesures signées 1, et j, (positives si | est positive
o-finie) sur (X, M) telles que

e <M

W= b, + [ty avec (3.4)
fhs L m
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De plus on a p, L p,(d’aprés 4) de la Proposition 3.1.11.

Le couple (u,, 1) s’appelle la décomposition de Lebesgue de p relative a m.
L’exemple suivant montre que ’on ne peut emettre les hypothéses de o-finitude

Exemple 3.3.4
Posons m = X\ la mesure de Lebesque sur R et = ¢ la mesure de comptage sur R. (la

mesure ¢ n’est pas o-finie). Si l'on avait ¢ = u, + p, avec

fe < A
frs LA

Mo L 1

On devrait avoir

po({2}) =0, vz eR,

car p, < A et A({z}) = 0. On aurait donc
b)) =1, VoeR

Puisque p, L g, il existe A € B(R) telle que p,(A°) =0 et u(A) =0, dans ce cas, A =10

car six € A on a
ps(A) > p({x}) =1, impossible car p,(A) = 0.
Il faudrait donc p1,(A°) = p,(R) =0 d’ou la mesure positive p, est nulle. Ainsi, on aurait
e =c L A

Donc il existe B € B(R) telle que ¢(B) = 0 et A(B°) = 0. Ce qui implique que B = ()
et A\(R) = 0, contradiction, donc la mesure ¢ n’admet pas de décomposition de Lebesque

relative a .
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3.3.3 Décomposition polaire d’une mesure signée

Lemme 3.3.5 (Lemme des moyennes)

Soit m une mesure positive finie sur (X, M) et F un sous-ensemble fermé de R. Soit

Mio) = (i [Ladm) € £

pour tout A € M avec m(A) # 0. Alors

g € L*(m) telle que

g(x) € F, pour m-presque par tout x € X.

Preuve.

On va montrer que
m({zr € X : g(z) ¢ F'}) =0,

ceci traduit par m [g~'(F¢)] = 0.

Comme F° est un ouvert dans R il est réunion dénombrable d’intervalles ouverts I, I, ...

Possons A,, = g~'(I,,). Par Pabsurde, supposons qu’il existe j > 1 tel que m(A;) # 0, alors
par hypothése My, (g) € F et d’autre part, si z € A; on a g(x) € I; = |a; — 15, a; + 1]

avec a; € R, r; > 0, et donc |g(z) — a;| < r;. Par intégration on obtient

o,
g—a;)dm

m(A]) ( J)

1

AJ / lg — a;|dm

1

ridm =r;.
m(4;) /A,- ’ ’

‘MA](Q)_CLJ| =

IA
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Cela signifie que My, (g) € la; —r;,a; +r;[ C F°¢, d’ott My, (g) € F°. On aboutit donc a

une contradiction, donc m(A4,) = 0 pour tout n > 1 et le résultat est démontré. m

Proposition 3.3.6

Soit p une mesure signée finie sur (X, M). Il existe une fonction h : X — R mesurable

telle que
\h(z)] =1, |pu|-p.p
et
= h.|pl

Preuve.

La mesure positive |u| est finie (voir Proposition 2.2.7) et p < |p| (voir 'Exemple 3.1.3).
Par le Théoréme de Radon-Nikodym il existe h € L'(|u|) telle que u = h. |u].

Reste a voir que |h(x)| = 1, |pu]-p-p.

Montrons d’abord que |h| > 1, |u|-p.p. Pour r > 0 on pose A, = {z € X : |h(z)| <7}.

Par définition on a
|| (A —sup{zm : (Bn)n>1 C M partition de AT}.

Soit (B,,)n>1 une partition de A,,

+o0 +oo “+o0o
Sl = S| [ vt <3 [ jplan
n=1 Bn n=1 By

n=1
+o0 +o0

<y / rdl =73 il (B), (ar By € )
n=1

r |l (UB ) =1 |u| (4).

+oo
I'inégalité Z |1(Br)| < 7ul (A,) valable pour tout partition (B,,),>1 de A,, on en déduit

n=1

1 (Ay) < r|pl(A4).
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Si r < 1, ceci implique que |u|(A4,) = |p|{|h| <r} = 0, alors |u|{|h| <1} = 0. Ainsi
B > 1, [ulpp

D’un autre coté, si u(A) # 0 on a

1 1
= @ A ey A =

On peut donc utiliser le lemme des moyennes (ou [—1, 1] remplace F'), et en conclure que

|h| <1, |pu[-p.p. m

3.4 Exercices de chapitre 3

Exercice 3.1
Soit X un ensemble dénombrable et soit v = §, — 3, ol d, et I sont les mesures de Dirac
au points a,b € X avec a # b.

1) Montrer que la mesure signée v admet une dérivée de Radon-Nikodym par rapport a

la mesure comptage p, sur P(X). Déterminer

2) Soit d € X, avec d # a et d # b.

c

A) Montrer que v n’est pas absolument continue par rapport a d,

B) Démontrer qu’il n’existe aucune fonction mesurable h : X — R vérifier

v(A) = [, hddy, pour tout A € P(X).

Exercice 3.2
Soient 7, p et v trois mesures positives o-finies sur (X, M).

Montrer que sin < p et p < v alors n < v et
d77 dn du

dv d,udu PP

Exercice 3.3
Soit g une mesure positive o-finie sur (X, M) et soit F, F' deux éléments de M. On
définit p sur M par

pp(A)=u(ENA), pourtout A € M.
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1) Montrer que py une mesure positive sur (X, M) et qu'elle vérifie pp < p.

Calculer CZL—E

I
2) Montrer que py < g si et seulement si pu(FE\F) = 0.

Exercice 3.4

Soient m, 1 et v trois mesures positives o-finies sur (X, M) telles que
p(A) = [, gdm, v(A)= [, fdm, pour tout A€ M,
ou f et g sont deux fonctions mesurables positives vérifiant

m({fg>0})#0, et {f=0}C{g>0}.

1) Montrer que pour tout B € M avec B C P ={fg >0} on a

m(B) = /B édﬂ.

2) Montrer que la décomposition de Lebesgue de la mesure v par rapport a p est donnée

par les mesures v et vy avec
vo(A) = /ixpd,u, vi(A) =v(ANGY), pour tout A € M
AY
ou G ={g>0}.
Exercice 3.5
Soient (X, M,m) un espace mesuré¢ positive o-fini, A, B,C € M avec m(A),m(B) < oo

et a,f € R avec aff # 0.

Soit p la mesure signée définie sur (X, M) par
pw(E)=am(ANE)+pm(BNE), EeM
Soit 7 une autre mesure positive définie sur (X, M) par

n(E)=m(CNE), FeM
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d

1) Déterminer d—'u, la dérivée de Radon-Nikodym de p par rapport a m.
m

2) Supossons que m [(AU B)\C] =0

a) Montrer que pour tout £ € M on ame
wE)=am(ENANC)+m(ENBNC)

b) Déduire que p est absolument continue par rapport a 7

d
c¢) Déterminer ﬁ, la dérivée de Radon-Nikodym de p par rapport a 7.
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Chapitre 4

Mesure de Radon
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4.1 Forme linéaire sur C(K)

Définition 4.1.1 (forme linéaire positive).

Soit (K,d) un espace métrique compact. Une forme linéaire positive sur C(K) est une
application linéaire L : C(K) — R dont les valeurs sont positives sur les fonctions
positives c’est-a-dire

VfeCO(K): f>0= L(f) > 0.

Proposition 4.1.2
Soient (K, d) un espace métrique compact et p une mesure positive finie sur les borélienne

de K, (notés B(K)). Alors la forme linéaire T, : C(K) — R définie par
<T;u f> = Tu(f) = fod,U,,
est positive et continue de norme ||T,| = p(K).

Preuve.

Si f>0alors [ fdu > [,0dp = 0. Pour tout f € C(K),

Tu(D] < Sy [fldp < N fll o (K.

Donc T}, est continu avec ||1),|| < p(K). D’autre part, si on considére fop =1 € C(K) on

obtient
||TM“ > |Tu<f0)| = N(K)

Ce qui donne ’égalité requise. m

Proposition 4.1.3

Toute forme linéaire positive T sur C(K) est continue de norme ||T|| = T'(1).

Preuve.

Soit T" une forme linéaire positive sur C(K). Vérifions d’abord que T" est croissante, pour
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tout g, f € C(K) tels que ¢ < f on a T(f —¢g) > 0. Par linéarité de 7' on trouve

T(g) <T(f).
Montrons que 7" est continue. Soit f € C(K), puisque || f||., = sup |f(z)| ona — || f| <
reK

f <|Ifll - Par la croissance et la linéarité de 7" on obtient

— e T < T(f) < |[fllo T(1)-

En fin, [T(f)] < || fll Z(1). Ce qui donne la continuité de la forme linéaire 7', de plus on

a ||| <T(1). pour la deuxiéme inégalité,

1T = Sup T =T =T(1).

4.2 Théoréme de représentation de Riesz

Le théoréme de représentation de Riesz établit sous certaines hypothéses la réciproque
du Proposition 4.1.2 : on se donne une forme linéaire positive sur C'(K) et on veut savoir
si elle peut étre représentée comme intégrale par rapport a une mesure positive sur B(K),
et si oui si la mesure est unique. La démonstration repose sur les résultats en bas.

Soit T une forme linéaire positive sur C'(K). La notation
f=0,

signifie que O est ouvert, que f appartient a C'(K), que 0 < f < 1 et enfin que le support
de f est inclus dans O c’est-a-dire supp(f) C O.

Proposition 4.2.1 [16, Theorem 2.13]
Soit Oq, ..., O,, des sous-ensembles ouverts d’un espace localement compact séparé X et K

un sous-espace compact tel que

KCcO1U..UQO,.
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Il existe des fonctions h; < O;(i =1,...,n) telles que
hi(z) + ...+ hp(z) =1, =€ K. (4.1)

C’est la relation (4.1) qui donne a la collection (hy, ..., h,) le nom de partition de l'unité

de K, subordonnée au recouvrement {Ox, ...,O,}.

Pour commencer la construction de la mesure positive p sur B(K'), nous construisons

une fonction d’ensemble yi, sur la collection O de sous-ensembles ouverts de K par
#o(0) = sup{T(f) : f < O}, (4.2)
Clairement, 1, est monotone. Ensuite, nous définissons, pour tout £ C K
pw(E) =inf{p4(0): EC O € O}. (4.3)
Bien str, 1*(0) = py(O) quand O est ouvert.

Lemme 4.2.2

La fonction ensembliste * est une mesure extérieure sur K.

Preuve.

Il suffit de montrer que

p (U En) <2010 (En), (4.4)

i>1 i>1

pour tout Ej, Fjs, ... sous-ensembles arbitraires de X. Montrons d’abord que pour tout
01, Oy, € O on a
p(O1U02) < p*(01) + 17 (02). (4.5)

Choisissons g < 01 UQOs. Grace au Proposition 4.2.1, existent des fonctions h; et hs telles
que

hi < O; et hy(x)+ ha(x) =1, pour tout = € supp(g).
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De la h;g < O; et g = h1g + hag. Par suite
T(g) = T(h1g) + T'(hag) < p*(O1) + p*(O2). (4.6)

Mais la relation (4.6) ayant lieu pour tout g < O; U O, on en déduit (4.5).
Si p*(E;) = oo pour un ¢ au moins dans (4.4), cette derniére relation est triviale.
Supposons donc que pour tout i, pu*(F;) < co. Choisissons € > 0. Gréace a (4.3), il existe

des ouverts O; D Fj, tels que

£
Ho(Oi) < p*(Ei) + 5

Définissons O = U;:’f O; et choisissons f < O. Comme [ a un support compact, on voit

que pour un certain entier n,

f<0.U..UQO,.

Par récurrence appliquée a (4.5), on obtient donc

T(f) < (01U .. UOyp) < pg(O1) + . + 1g(On) < 30w (Ey) + &

i>1

Puisque cette inégalité est vraie pour tout f < O et comme U:;Of E; C O, il s’ensuit

u*@j E) < uy(0) < X (B + e

i>1

ce qui établit (4.4) car € est arbitraire. m

Lemme 4.2.3

W est une mesure extérieure métrique sur (K, d).

Preuve.

Soit Ey, Fy C X et supposons que
d(EhEg) > 4e > 0.
On prend § > 0. Il existe un ouvert O D E = F; U Ej, tel que

1o(0) < p*(E) + 9,
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et possons

O;=0N{zr e K:dz,E;) <ce}.

Il s’ensuit que
Ej C Oj, 01U02 CO, 01002:(2).

Maintenant, chaque fois quand f < O UOs, on a f = fi + fo avec f; = f |oj =< 0j, ce
qui implique que

119(O1) + 115(O2) = pp(O1 U Oa).

Par conséquent

1 (Er) + pt(E2) < p1g(01) + 119(02) = 115(01 U O2) < 1145(0).

Donc
P (E) > p*(Ey) + p*(Ey) — 9, pour tout 6 > 0,

qui, avec la sous-additivité de p*, donne I'identité souhaitée

P (E) = p*(Er) + p'(Es).

Pour f € C'(K), la notation
=0, (4.7)

signifie que O est une partie ouvert dans K, que 0 < f < 1 et que f = 0 dans K\O. La
notation

[z F,

signifie que F' est une partie fermé dans K, que 0 < f < 1 et que f = 1 dans F. La

restriction de p & B(X) est une mesure notée par p (voir Théoréeme 1.2.19). On pose alors

w(O) =sup{T(f): f 2 O}, O ouvert de K. (4.8)
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Lemme 4.2.4
Les égalités (4.2) et (4.8) coincident

Preuve.

On prend f < O. Puis considérons la suite (f,), définie par f, = &,,(f), tel que

. 1
0, si0<s < —,
2 1 b
E(s)=4¢ 25— =, si—<s<
n n n
2
S s> —.
n

Il s’ensuit que f, < O, la suite (f,), est croissante et f, — f uniformément; par
conséquent la suite (7°(f,))n est croissante et T'(f,) — T'(f). m

En utilisant (4.8), nous pouvons établir ce qui suit.

Lemme 4.2.5

Si F' C K est une partie compact de K, alors
W(F) =i {T(f): f € C(K) et f > xp}. (4.9)

Preuve.
Notons le coté droit de (4.9) p, (F'). Il suffit de prendre U'infimum de T'(f) sur f > F. Si

en comparant cela avec (4.7), on a
= F < 1-f=2K\F
donc

p(F) = f{T(1) =T(g): g 2 K\F}
= p(K) = p(K\F).

D’autre part, puisque F' est p*-mesurable on a

() + p(E\F) = p(K),

73



donc (4.9) est prouvée. m
Nous sommes maintenant préts & prouver le théoréme de représentation de Riesz pour

une forme linéaire positive sur C'(K).

Théoréeme 4.2.6
Soit (K,d) un espace métrique compact et soit T une forme linéaire positive sur C(K). 1l

existe une unique mesure |1 positive finie sur la tribu borilienne B(K) telle que

T(f)= [ fdp, VfeCO(K). (4.10)

De plus on a ||T|| = p(K).

Preuve.

Nous avons construit une mesure positive sur B(K), ce qui est finie puisque (4.9) implique
w(K) = T(1). Nous montrons ensuite que (4.10) est vraie. Il suffit de vérifier cette égalité
lorsque f : K — [0, 1]. Dans ce cas, on prend N € N et définir

o, (x) = min{f(a:%%}, 0<n<N\,

Nous avons ) f, = f et

1

1 n
NXF" S fn S NXFn—l’ Fn = {LE c K: f([[') Z N} .

Donc par intégration par rapport & la mesure 4, on obtient

1 1

U < Jicfadi < Sp(Fns). (4.11)
Maintenant montrons que

Ch(F) ST(f,) < u(Fu) (412)

N’u n) = n) = NN n—1)- .

Pour cela, notons d’abord que si O un ouvert de K tel que F,,_; C O, alors N f,, < O, ce

qui donne

NT(fn) < p1o(O).-
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Ceci implique la seconde inégalité de (4.12). D’autre part, N f, = F,, donc le Lemme
4.2.5 donne la premiére inégalité de (4.12). Si on sommant (4.11) et (4.12), on a

%,Zn (F) < [ fdp < — ! SN ()

N Zn:l w(F) <T(fn) < N Zf:fz—ol p(Fy).
Par conséquent

1 1

IT(F) ~ fie ] < en(Fo) — u(Fr) < wu(K).

En faisant n — 400, on trouve (4.10).
Seule 'unicité de p reste a prouver. Pour voir ca, soit m une mesure positive finie définie
sur B(K) telle que

T(f) = [ fdm, pour tout f € C(K). (4.13)

Soit F' C K un compact dans K. On appliquant (4.13) sur les fonctions f, : K — R

définie par

1
nl(x) = - , K, N.
Jn(z) 1+ n.dis(x, F) re me

La suite (f,), est décroissante et f, — xp. Par le théoréme de convergence monotone

on a
L ndin \ [rexpdp et [ fudm N\, [ixpdm.
Donc

T(fa) N\ p(F) et T(fn) \om(F).

Par conséquent

w(F) =m(F), pour tout compact F' C K.

Maintenant, par le Théoréme 1.4.3, pour chaque mesure positive finie définie sur B(K),

les boréliens de I’espace métrique compact K,
E € B(K) = p(F) =sup{u(F), F compact, K C E}.

Cela prouve 'unicité. m
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4.3 Mesure de Radon, ’espace dual de C(K)

Définition 4.3.1
Soit (K, d) un espace métrique compact. On appelle mesure de Radon sur K toute forme
linéaire continue sur C'(K). Dans ce cas pour tout mesure de Radon T € C(K)* on a

T[]l = sup [T(f)l = sup KT, f)|.

[1fll0 <1 [flloe<1

Remarque 4.3.2
Le théoréme de représentation de Riesz nmous a permis d’identifier les mesure de Radon
positives sur K auz mesures positives finies définie sur B(K). Alors si T' est une mesure

de Radon positive on a

1T = T(1) = p(K).
Décomposition d’une mesure de Radon

Soit (K, d) un espace métrique compact et 7' € C(K)* une mesure de Radon sur K.
On défnit deux applications 77,7~ : C(K) — R comme suit. Si f € C(K) et f >0 on
a

T7(f) = sup{T(g9), 0 < g < f},
T7(f) = —inf{T(g), 0 < g < f}.
Et si f € C(K) quelconque on pose f; =sup{f,0} et f- =sup{—f,0}, alors on définit

N

+

=
I

T (f4) =T (f2),

Proposition 4.3.3

T+ et T~ sont des mesures de Radon positives avec T =T+ — T~. De plus on a

1T = ||T*||+ |T~|| = T*(1) + T~ (1). (4.14)
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Preuve.

Montrons la linéarité de T, soit f1, fo € C'(K) positives. On a
TH(fi) + T (fo) ST (fr + fo), (4.15)
puisque d’aprés I'inclusion
{T(g1+92), 0 < fiet 0< g2 < fo} CH{T(91+92), 0 < g1+ g2 < fi + fa},

on peut écrire

TH(f)+T7(f) = sup{T(91) +T(g2), 0< g1 < fret 0< g < fo}
= sup{7(g1+g2), 0< g1 < fret 0< g2 < fo}
< sup{T(g1+92), 0< g1 +g2 < f1+ fo}
= T"(fi + f2).

Pour I'inégalité inverse de (4.15). Soit € > 0, il existe g. € C(K), 0 < g. < f1 + f2 avec
T(ge) > T (fr + fo) — & (4.16)
Il est facile de voir que g. = inf {g., fi} + (9 — f1), . Comme

inf{gs7f1} < fl et (gs - f1)+ < f27

on a

T (inf {g., fi}) <TH(f1) et T ((9- = f1),) < T*(fa).
Alors
T(g.) = T(inf {g, f1}) + T ((9- = f);) ST (fr) + T*(fa).

Donc (4.16) implique que

TH(f1) + T (fe) > TH(fi + f2) —e, pour tout € > 0,
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ce qui donne l'inégalité inverse de (4.15), d’ou T (f1) + T7(f2) = T (f1 + f2) pour tout
f1, f2 € C(K).

Soit maintenant fi, fo des éléments quelconques dans C'(K),

TT(f)) +T7(f2) = TT((f)+) =TT ((f)-) +TT((f2)+) =TT ((fo)-)
= T ((fi+f2)4) =TT ((fr + f2)-)
= T+(f1+f2)~

D’autre, pour tout f € C(K),

THH+T(=f)=T"(f - f)=T7(0) =0,
dou T(—=f) = =T*(f).
Pour A >0et f € C(K), f >0on a

ATH(f) = Asup{T(g), 0<g< f}
= sup{T'(Ag), 0 < Ag < Af}
= TT(\f).

Pour A > 0 et f € C(K) quelconques, on a

TTNf) = TT((A)+) =TT ((Af)-)
= AT () =T ()
= AT*(f).
Et pour A < 0,
TH(Af) = ~T*(=\f) = XT*(f).

Donc la linéarité est établie.
Pour montrer que la forme linéaire T est continue il suffit de montrer qu’elle est positive

et c’est vrai carsi f € C(K), f >0ona

T*(f) = sup{T(g), 0 < g < f} > T(0) = 0.
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TH—T =T ,carsi f e C(K), f>0,

(T =1)(f) = T°(f)-T(f)
= sup{T(g—f), 0< g < f}
= sup{T(g—f), —f<g—f<0}
= sup{T(-h), 0<h<f}, h=f—g

et si f € C(K) quelconque,

(TT=T)(f) = TT(fo) =T7(f-) = T(f+) + T(f-)

Ce qui donne T' = T — T~. La linéarité et la continuité de 7~ résultent de 1’égalité
T- =Tt —T. On aussi T~ est positive par définition. Par la Proposition 4.1.3 , on

|T*||=T%(1) et [T ]| =T (1). Pour tout f € C(K) nous pouvons écrire
IT(AHI < T+ [T ()] < Il (TH1) +T7(1))
On a aussi T7(1) + 7 (1) < ||T|| car

TH(1) + T (1)

= sup{T'(g), 0< g <1} +sup{T(-f), 0< f <1}
= sup{T(g—f), 0<g,f<1}

< sup{T(g—f), 0<g—f<1},carg—f<g<1
< sup{T(h), 0<h <1}

= [T

Ce qui donne (4.14). m
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Théoréme 4.3.4
Soit (K,d) un espace métrique compact. Le dual topologique de l'espace C(K) est iso-
métriqguement isomorphe a M(K), l’ensemble des mesures signées finies sur B(K). Plus

précisément, pour chaque forme linéaire sur C'(K), il existe une mesure signée p unique

finie sur B(K) telle que
T(f) = [ fdu, pour tout f € C(K).
De plus, |T|| = [[ull = |p| (K).

Preuve.
SiT € C(K)*, on écrit T = T+ —T~. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz

pour les mesures de Radon positives (Théoréme 4.2.6), pour tout f € C(K) on a

TH(f) = [ufdu, et T=(f) = ficfdp_.

ot /1, et u_ sont des mesures positives finie sur B(K'). Alors on a

T(f) = [ fduy = [ fdp_ = [ fdp,
avec it = i, — pi_. De plus,

170 =T"(1) + T (1) = py (K) + p_(K) = |pl (K) = [|ull.
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4.4 Exercices de chapitre 4

Exercice 4.1

Supposons que F' est un sous-ensemble fermé de [0, 1] et on définit

1
L(f) = [y f(@)xp(x)dz, f€C([0,1]).
Démontrer que si p est la mesure obtenue par le théoréme représentation de Riesz, alors

w(A) = AMANF), ou A est la mesure de Lebesgue.

Exercice 4.2
Soit C([0,1]) l'espace des fonctions dont la dérivée existe et est continue sur [0, 1]. Soit

L une forme linéaire sur C'([0,1]) telle que

LN < allf'le + Bl N> f € CH01]),

ol « et § sont des constantes positives.

Montrer qu’il existe une mesure signée u sur B([0, 1]) et une constante K telle que

L(f) = Kf(0)+ [ f'du, f € C([0,1]).
Exercice 4.3
Soient X et Y deux espaces métriques compacts et soit f : X — Y une fonction continue.
Si v est une mesure finie sur les Boreliens de Y, montrer qu’il existe une mesure p sur les

Boreliens de X tels que
[y fdv = [ f o Fdp,

pour tout f € C(Y).

Exercice 4.4

Démontrer que si X est un espace métrique compact, p et v sont deux mesures positives

finies sur B(X) tel que [ fdu = [ fdv, pour tout f € C(X), alors pp = v.
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Exercice 4.5
Démontrer que si X est un espace métrique compact, p et v sont deux mesures signées

finies sur B(X) tel que [ fdu = [ fdv, pour tout f € C(X), alors pp = v.

Exercice 4.6
Soient (X, d) un espace métrique compact, (i, ), une suite des mesures finie sur B(X) et
i une autre mesure finie sur B(.X). Supposons que nim—&-ooun(X ) = u(X). Montrer que les
assertions suivantes sont équivalents

1) nim—kooffdﬂn = [ fdp, pour tout f € C(X,R).

2) limsupu,, (F') < p(F'), pour tous les sous-ensembles fermés F' de X.

n—--400
3) limsupu,,(0) > p(O), pour tous les sous-ensembles ouverts O de X.
n—--+400

4) lini pn(A) = u(A), pour tout A € B(X) tel que p(0A) = 0. (Rappelons que
OA=A— A)

Exercice 4.7
Soient (X,d) un espace métrique compact et p une mesure réguliere finie sur B(X).
Montrer que si f € C(X,R) et € > 0, alors il existe un sous ensemble F' fermé dans X

tels que p(F°) et la restriction de f & F' est continue sur F.
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Chapitre 5

Corrigés des exercices
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5.1 Corrigés d’exercices du chapitre 1

Solution 1.1
Soit (O,,),, une base dénombrable d’ouverts de X . Puisque I'application quotient ¢ : X —
X/R est ouverte, alors pour tout n € N, ¢(O,) est un ouvert de X/R. Montrons que
(¢(Oy)),, est une base d’ouverts de X/R. Soit U un ouvert non vide de X/R, alors ¢~ (U)

est un ouvert non vide de X, donc il existe un sous-ensemble J de N tel que

¢ (U) = U O,

neJ

Puisque ¢ est surjetive, alors on a

neJ

Par conséquent, (¢(0,,)),, est une base dénombrable d’ouverts de X/R

Solution 1.2
1) Soient ¢ : X — X/R l'application quotient et U = X/F. Soient x,y € X tels que
q(z) # q(y). On distingue deux cas :

Premier cas : x,y € U. Puisque X est séparé et U est ouvert de X, il existe deux

ouverts disjoints V' et W dans X tels que
reVcU e yeWcCU.

Alors q(V') et (W) sont deux ouverts dans X /R tels que

qV)NgW) =0 et q(x)ecqV), qly) € ¢(W).

Deuziéme cas : x € U et y € F. Puisque X est régulier, il existe deux ouverts disjoints

Vet W de X tels que F C W.

zeVcU e FCW.

84



Alors ¢q(V) et (W) sont deux ouverts dans X /R tels que

qV)NngW) =0 et q(x)€q(V), qly) € g(W).

Par conséquent, ’espace topologique quotient X /R est séparé.

2) Soit G un fermé de X. Alors on a

FUG, siFNG#0

0 (g(@)) = | |
G, siFNG =1

Donc ¢! (¢(G)) est fermé dans X. Par conséquent, X/R est un espace normal (voir [10,

Page 47]).

Solution 1.3
1) Puisque X et Y sont séparé, alors X X Y est séparé. Soient (z,y) € X x Y et F' une
partie fermé de X x Y tel que (z,y) ¢ F. Comme (z,y) € X x Y\F qui est ouvert dans

X xY, alors il existe un ouvert U, de X et un ouvert V,, de Y tels que

rel, yeV, (UsxV,)NnF=40.

Comme X et Y sont réguliers, d’aprés la Proposition 1.1.8, il existe un ouvert U de X et

un ouvert V de Y tel que
reUcUcCU, e¢ xeVCVCV,
d’otton a (U x V)N F = (). Soit
W= ((X\U)xY)U (X x (Y\V)),
alors W est un ouvert de X x Y tel que
FCW et (UxV)NW =0.

Par conséquent, X x Y est regulier.
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Solution 1.4
Si X est compact, il résulte immédiatement de la définition que de tout recouvrement
ouvert (U;);e;r de X par des éléments de B, on peut extraire un sous-recouvrement fini.
Réciproquement, soit (V;);ec; un recouvrement ouvert de X. Comme B est une base d’ou-
verts de X, pour tout j € J, il existe un ensemble ; tel que
Vi = J Ui
i€l;

ou Uj; est un élément de B. Soit D = {(j,4) : j € J et i € I;}, alors (Uj;)(jiep est
un recouvrement ouvert de X par des éléments de B. Par hypothése, il existe un sous-

ensemble fini £ de D tel que

xX= U U

(4,9)€D
Soit maintenant

J ={jeJ:ilexistei € I; avec (j,i) € E}

alors J’ est un sous-ensemble fini de J et on

x=wv.

jeJ

Donc X est un espace compact.

Solution 1.5
1
) € K et on a
11 "
(0,0) = linﬁ (=, —) d’ou (0,0) € K. Donc il existe n > 1 tel que (0, 0)
n—+too'n’ n

dit, il existe n > 1 tel que

1
Supposons d’abord que K est compact. Pour tout n > 1, on a (—,—
n

€ B;. Autrement

1

Bl 3). (0,0)) <

S| >

Y

d’oul < Z. Doncon a A > V2.

AN
S| >
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Réciproquement, supposons A > v/2. Montrons que pour tout n > 1, on a B, C B,
Soit (z,y) € By, ;. Alors on a

11 1 1 1 1 1
d =) < d _ do((——
2(($ay)7(n7n>> = 2((xvy)a(n+17n+1))+ 2<<n+17n+1)7( )
< A + V2
~— n+l nn+1)
< A N A A
~ n+1 nn+l) n
Donc on a (z,y) € B, d'ou B),,; C B},. Par conséquent, on a K = B'((1,1),m), donc K

n

~)

est compact. En conclusion, K est compact si et seulement si A > /2.

Solution 1.6
1) Supposons d’abord que f est semi-continue inférieurement. Soient z € X et € > 0,
alors ’ensemble

V=["(f(z) - e +o0)

est un ouvert de X contenant x et pour tout y € V, on a f(y) > f(z) —e.
Réciproquement, supposons que pour tout z € X et pour tout € > 0, il existe un voisi-
nage V de x dans X tel que pour tout y € V, on ait f(y) > f(z) —e. Soient a € R et
r € f7'(Ja,+o0[), alors f(z) > a. Soit ¢ = f(x) —a > 0, il existe un voisinage V de x
dans X tel que pour tout y € V, on ait f(y) > f(z)—e =a,douV C ! (Ja,+o00[) . Ainsi
/7 (Ja, +oo[) est voisinage de chacun de ses points, donc f~! (Ja, +oc[) est un ouvert de

X. Par conséquent, f est semi-continue inférieurement.

Solution 1.7
1) Soit z € X, € € )0, f(z)[ et § > O tel que

d(z,a) <6 = f(a) > f(x) —e.

() = fu(y)] < nd(z,y), pour tous z,y.
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et que
fo(z) > min{nd, f(x) — e} . (5.1)

En effet d(a,z) < § = f(a) +nd(z,y) > f(a) > f(x) —&; sid(z,a) > § on a

f(a) + nd(z,a) > nd(xz,a) > nd.
/(=) (=)

(5.1) avec € = - montre que f,(z) > 0; si n > 5 falz) > f(z) — €, donc f, ()
tend vers f(z) (noter que f,(z) < f(x)).

2) Dans le cas général, soit ¢ = e/; ¢ est semi-continue inférieurement, donc par ce qui
précede il existe une suite (¢p,,),, de fonctions continues strictement positives qui croit vers

¢; (fn) = (Inyp,,) est une suite de fonctions contunues qui croit vers f.

Solution 1.8

1) On note que

{xGR:

qui est fermé donc borélien. D’autre part,

N (e
q nqg’ q ng" q ng" nqg’

2) On note que A, s’écrit

An:{xe 0,1,3g e N*,IpeN,p<gq:

q nqg’

ce qui implique que

A, = aneN* Uogpgq {x € [0,1]:

1
x—]—j‘g }
q nq"

En particulier, A,, € B(R). Par sous o-additivité et croissance,

MA) < T3 ({m c0,1]:

q>1p=0

- %Z@t”i(z = %)-

1 g
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Comme 7 > 2 on a

(z ! +zi)<oo.

K S
Par conséquent, lim A(A,) = 0.
n—:—+00

3) On note que x € D, si et seulement si, il existe n € N* tel que

1
x—]—)’>—, pourtoutl—?e(@ﬂ[(),l].
q nq’ q

Par conséquent,

0.1\D-= () () {xE[O,I]:

neN* geQm[o,l]

Comme (A,), est une suite décroissante de B(R) et A(A4,) < A([0,1]) < oo pour tout

n € N on en déduit que

A[0,1\D,) = lim A(A,) = 0.

n—--+oo

Donc D, est de mesure pleine dans [0, 1].

Solution 1.9
1) Soit 6 > 0. Comme (f,), converge vers f p-presque partout, on en déduit que la suite

de fonctions mesurables (X(\ o f\>5))n converge j-presque partout vers 0. Comme

X(pumsize) S1=9,

la fonction g est intégrable sur X car [ |g|dp = p(X) < oo, on déduit du théoreme de

convergence dominée que

S g ({f = ful > 1) = lm [xqy,-ps5dp = 0.

Autre démonstration : Soit § > 0, comme

{m nzrh =00 U{is-r> 5}

N>1n>0k>n
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on déduit de la croissance de la mesure que pour tout N € N* on a

! (ngn {i5-1> %}) <i({,m_sn#s})=0

La mesure u étant finie, on obtient par continuité décroissante que

i (kgn{m e %}) -0,

. 1
g ({!fk —fl> N}) =0.

On obtient le résultat en prenant N tel que § > %

ce qui donne

1 1
2) a) Pour tout n € N*, on voit en posant § = — et € = on qu’il existe N, tel que
n n

1 1
M({’fk—f\>—}) §—2 , pour tout £k > N,,.
n n

On pose (1) =1, et on suppose construits ¢(k) pour k < n tels que

o(l) < ...<p(n), pourk <n
o(k) > Ny, pour k >n

On pose alors

o(n+1) = max{N,1, 1+ o(n)}.

La suite (¢(n)), convient alors.

b) D’apres la question précédente,

ano/v‘(An) < oo, oud, = {|f—f@(n)} < %}

Par Borel-Cantelli, on a alors p(limsup A,) = 0. Ceci se récrit : pour p-presque tout

r € X, il existe N € N tel que

, pour tout n > N,

| f(2) = fom(2)] <
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ce qui implique que
fomy(x) — f(x), p-presque tout z € X.

3) Supposons que ( [1f = fal dﬂ)n ne converge pas vers 0. Si ¢ > 0, il existe alors une

sous-suite ( fw(n))n telle que

J1f = faldp > e, pour tout n. (5.2)

Comme fy,) — +00 en mesure, on peut extraire une sous-suite ( fw(w(n)))n qui converge

j-presque partout vers f. Le théoréme de convergence dominée implique alors que

lim [ [f = fotomy | dn =0,

n—---+o0o

ce qui contredit (5.2).

Solution 1.10
1) On observe d’abord que A,(0) = A(()) = 0. Par ailleurs, si (By)y si est une suite de
B(R) deux a deux disjoints, alors
An (U Bk> = <(U By)N ]—n,n[> =Y A(BpN]—n,n[) => A\ (Bk),
k k k k
du fait que les ensembles By, N |—n, n| sont disjoints deux a deux dans B(R).
2) On remarque d’abord que () € A, il suffit de prendre F' = O = ().
Ensuite, si B € A, alors B € A, si F' et O sont les ensembles associés & B pour un € > 0,

alors O°¢ C B C F°. Comme O°¢ est fermé, F'° est ouvert et
A (FN\O) = N\, (O\F) < e.

Pour finir, si (Bg)r>1 est une suite d’éléments de A, on sait qu'on peut construire une

suite de fermés (F})r>1 et une suite d’ouverts (Oy)r>1 telles que pour tout k € N,

£

F.CB,CO, et )\, (Ok\Fk) < W
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On introduit ensuite l'ouvert O = (J;-, Ok et les fermeés FX = Uszo F}, pour tout K € N.

On remarque qu’on a alors

An <O\L3FK) =\ (0\ LkJ Fk) < An (ij (Ok\Fk)) < ; Ao (O\Fr) <

N ™

On observe ensuite que, comme la suite (O\F K ) est décroissante et la mesure \, est

K

finie, on a
lim A, (O\FX) = A, (m (O\FK)> =\, (O\UFK) <<
K—+ K K 2
Par conséquent, il existe K € N tel que A, (O\F K ) < e&. Comme
FX¥cUBycoO,
k

on a bien |J, By, € A.
3) Nous allons montrer que A contient les intervalles de la forme |—oo,a[, ou a € R.

Comme ils forment une classe de parties qui engendrent B(R), on aura alors B(R) C A,

donc B(R) = A. On considére un intervalle I = |—o00,a[ ot a € R, et un réel ¢ > 0. On
définit ensuite 'ouvert O = |—o0, af et le fermé F' = } —00,a — g] .Onaalors. F C I C O,
et

A (O\F) < A(O\F) <,
ce qui conclut.
4) Soit B € B(R), montrons qu'il existe un ouvert O tel que B C O et A (O\B) < % Pour

tout n € N, on note B, = BN |—n,n|, de sorte que B = |J,, B,. On sait par la question

précédente que pour tout n, il existe un ouvert O,, tel que

5
B, C O, et X\ (0,\By) < Sz

Quitte a remplacer O,, par O,, N]—n, n|, on peut supposer que O,, C |—n,n[, ce qui donne

g
MOMNB,) < 5

En introduisant 'ouvert O = |J,, O,, on a donc B C O, et

Y

DO | ™

A(O\B) < A (U On\Bn) <Y A (OR\Bn) <
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d’ou le résultat. On peut ensuite appliquer ce résultat au borélien B¢ pour obtenir un
ouvert € tel que

BECQ et A(Q\B) <

DO | ™

On considére finalement le fermé F' = Q°. On a donc
FCBCO et MNO\F)=AO\B)+ \N(B\F) <e,

ce qui conclut.

5) i) On note d’abord qu’il est évident que
A(B) <inf{\(O) : B C O, O est ouvert} .

I reste & montrer l'autre inégalité. Soit B € B(R). Si A(B) = oo alors I'inégalité est
clairement vérifice. Par ailleurs si A(B) < oo on sait par la question précédente que pour

tout £ > 0, il existe un ouvert O tel que
BCO et MNO\B)=XO)—-\DB)<e,

ce qui donne la deuxiéme inégalité.

ii) On montre d’abord que

AB) =sup{\(F): F C B, F est fermé}.
On remarque d’abord qu’il est clair que

A(B) > sup{\(F): F C B, F est fermé}.

Montrons la deuxiéme inégalité. Si \(B) = oo, la question précédente donne 'existence
d'un fermé F' C B tel que A (B\F) < 1, donc A (F) = oo, et I'inégalité est vraie. Si

A(B) < o0, alors pour tout € > 0, il existe un fermé F' tel que

FCB et AB\F)=AB)-AF)<e,
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ce qui donne 'inégalité.
Par ailleurs, si F' est un fermé de R et K,, = F N [—n,n| pour tout n € N, alors on
a F =, K, et les K, sont des compacts. Comme la suite (k,), est croissante, on a

lim A(K,) = A(F), ce qui implique que

n—--+oo

sup{A\(F): F C B, F fermé} =sup{\(K): K C B, K compact},

d’ou la deuxieme égalité.
Solution 1.11
1) a) Si m(A) = 400, alors A contient au moins une suite (x,), de points deux a deux

distincts, et 'on peut prendre

K, ={xo,...,xn},

qui est fini donc compact.

b) Si m(A) < oo, alors A est fini donc compact, et 'on peut prendre K,, = A pour
tout n.
2) Si A est un singleton, alors tout ouvert O le contenant est infini, donc m(0) = o0,

tandis que m(A) = 1.
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5.2 Corrigés d’exercices du chapitre 2

Solution 2.1
1) Si E est un ensemble positif pour u alors nous avons terminé (on prend Ey C F).
Supposons que F est non-positif pour p. Si (P, N) une décomposition de Hahn de p, on
pose alors Ey = E'N P. Puisque P est positif et Fy C P donc Ey est aussi positif (voir
Proposition 2.1.8). De plus,

WE) =p{EN(PUN)} = w(ENP)+ u(ENN) = n(Eo) + n(ENN).
N est négétif et ENN C N alors u(ENN) <0 d’ou
0 < u(E) < p(Eo),

ainsi, g = £ N P est 'ensemble désiré.

Solution 2.3

Si (P, N) une décomposition de Hahn de la mesure u, pour tout £ € M on a

0 < inf {u", "} (E)
= inf {p",n } (ENX)

inf {p*, 0"} (ENN)+inf {p",pn” } (ENP)

L (ENN)+u (ENP)

IN

< WENNNP)—pu(ENPNN)=0.
D’ou inf {p*,u~} = 0.
Solution 2.4

1)
i) Six € A\B alors |x4(z) — xg(z)| =1
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ii) Siz € AN B alors |y 4(z) — xg(x)] =0
iii) Si z € B\A alors |x4(x) — xg(x)| =1
iv) Siz ¢ AU B alors |x4(x) — xg(z)] =0

Dans tous les cas on a

IXa(z) = xp(@)] = {

= Xaap(?)

2) L’application p est finie sur B(FE) car
1(A) S AMGNA) < AG) < o0

Il est claire que p(0) = A(0) — A(0) =0

Soit (A,,), une suite des éléments de B(E) disjoints 2-a-2. Par la o-additivité de la mesure

positive A on a

= A (U(Gm An)> => ANGNA,)

A Gﬂ(UA)
A (B\G)N (UA)] D> A(E\G) N A,

n>1 >1

Ce qui implique la o-additivité de 'application pu.

Pour tout A € M on a

plA) = MGNA) = A(E\G)NA]
= fXGmAd)‘ - fX(E\G)ﬂAd)‘
= fA XadA — fA XE\Gd/\
= fA(XG - XE\G)d)‘

96



D’aprés 1) et I'Exemple 2.2.2 on a

lul (A) = fA‘XG_XE\G‘dA
= f A XG’A(E\G’)d)‘
= fA XgdA
= [, 1ld\
= ANA).

Donc |u| = A.

Solution 2.5
1) Soit (P, N') une décomposition de Hahn de la mesure signée m. Puisque m < m; et m;

est une mesure positive, pour tout A € M on a
m*(A) =m(ANP) <mi(ANP) <my(A)
D’autre part, puisque m(A) < oo, pour tout A € M on a

m~(A) = m*(A) —m(A) <mi(A) —m(A) = my(A)

2) (ut +v) et u~ sont des mesure positives avec n = p+v = (u™ +v) — p~. On applique
1) pour ces mesures;

<t 4v et T <y
Par ailleurs on a =" — (n~ + v) donc d’aprés 1);

pt<nt et T <+,

Solution 2.6

Puisque |p| est o-additive on a

1| (PLAPy) = |p| (P\P2) + 1| (P\PL).
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Si (ut, 1) est la décomposition de Jordan de la mesure signée y,

[ (PA\P2) = " (P\Py) + i~ (P\ Py).

Ona (P\P,) C P et P est positif, alors (P \ P) est positif. Ceci implique que p= (P \ P2) =
0 (voir le Théoreme 2.1.14). D’autre part

P\P, =P NP =P NN, CN,
et Ny est négatif, alors (P\ P») est négatif. Ceci implique que p* (P \P;) = 0. En fin on a

De méme fagon montrons que |u| (P\P;1) = 0. Donc |u| (PLAP;) = 0.

Nous suivons les mémes étapes pour prouver que |u| (N;AN;) = 0.

Solution 2.7
1) Si (u™, ) est la décomposition de Jordan pour p, par la définition de l'intégration

par rapport & la mesure signée et la mesure positive on a

/ Xadp = / Xadpt — / Xadp™ = pt(A) = p (A) = p(A)
Et aussi, puisque A N P est positif et A N N est négatif on a

Jalxp —xn)dp = [y xpdp— [, xndp
= wWANP)—pu(ANN)
= ut(A)+p (A
= |ul(A)

2) Soit f mesurable avec |f| < 1, alors par (2.12) on a

'/Afdul S/Am‘”“' S/Ad|ﬂ| = |ul (4)
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Ce qui donne sup | [, fdu| < |u| (4).
[f1<1
Inversement, choisissons la fonction mesurable (xp—xy), ona |xp — xy| < lcar NNP =

et NUP = X. Alors

sup
[f1<1

/fdu‘ > ‘/ Xp —deu‘ = |u| (A).
A A
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5.3 Corrigés d’exercices du chapitre 3

Solution 3.1
1) La mesure positive p, est o-finie car X est dénombrable, en effet

“+o0o
X = U {a,} et p.({an}) =1 < oo, pour tout n > 1.

n=1

La mesure signée v est finie car pour tout A € P(X) on a
[V(A)] < 8a(4) +30,(4) < 4.

On a aussi v < p, car si A € P(X) avec pu.(A) =0on a A =0 et alors v(A) = v(0) =0
D’aprés le Théoréme de Radon-Nikodym, il existe une fonction f € L'(p,) telle que

o) = [ fan.

En particulier, pour A = {z}, x € X, d’une part on a

v({z}) = da({z}) = 30 ({}) = Xqa (¥) = 3xpy (%),

D’autre part on a
(o) = [ fau= @) [ dp= fo)
{=} {z}
Ce qui montre que
dv

dpe
2) A) Si on pose A = {a} on trouve

=f= X{a} — 3X{p}-

ds({a}) =0 mais v({a})=1.

B) Supposons qu'il existe h : X — R vérifier v(A) = [, hddy. Pour A = {a} on obtient

1 = v({a}) = /{ by = bl {a)) =0

Ceci une contradiction.
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Solution 3.2
Soit A € M avec v(A) = 0, alors u(A) = 0 (car p < v) et donc n(A) = 0 (car n < p).
Ce qui montre que 7 < v.

Par le Théoreme de Radon-Nikodym il existe trois fonctions mesurables positives

d d d
podn o _de o, dy

Cdy’ 9= dv
C-a-d pour tout A € M
n(A) = [ fdu, p(A) = [ g9dv, n(A)= [, hdv

I'intégration par rapport a la mesure i a densité g donne

n(A)Z/AfduzfAfgv

L’égalité [, hdv = [, fgv implique que h = fg, v-p.p d’ou le résultat.

Solution 3.3
1) pp(®) = u(EN0) = u®) = 0. La o-additivité résulte immédiatement de celle de p.
0.

Soit A € M avec u(A) = 0. D’apres la monotonie de la mesure positive on a

up(A) = u(E 0 A) < p(A) = 0,

d’ot pug(A) = 0. Ce qui donne pp < p.
D’apres le Théoréme de Radon-Nikodym il existe une fonction h mesurable positive unique

u-presque par tout telle que
VAeM, pug(A)= [, hdpu.
D’autre part

VAEM, pp(A)=u(ENA)= [podn= [ xpdu.

d
Donc % = h = xg, p-p.p, comme il résulte de I'égalité [, hdp = [, xgdp.
I
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2) =) Supposons que jip < pp, puisque u(E\F) = p(EN FY) = pg(F°), il suffit de

montrer que jp(F¢) = 0 et ceci clair car
pp(FY) = p(F N FC) = p(0) = 0.
<) Supposons que p(E\F) = 0. Soit A € M telle que up(A) = 0. D’autre part,
A=ANX=AN(FUF%) =(ANnF)U(ANF°).
Alors

np(A) = ME(AOF)"‘ME(AQFC)
= W(ANFNE)+uANFYNE)
< WANF) +p(FCNE)

— up(A) + u(B\F)
= 0,

donc pp(A) = 0.

Solution 3.4

1) Puisque g # 0 sur B, l'intégration par rapport a la mesure p & densité g donne

1 1
m(B) = /dm— /ggdm— Ed,u.
B B B

2) D’apres le théoréme de décomposition de Lebesgue, il suffit de montrer que

v=vy+ry, voLpet vy lp.
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Pour tout A € M on a
vo(A) +vi(4) = /iXPdM‘i‘/ fdm
A9 ANGC

— [ rpdm [ fam
A ANGC

= / fdm + / fdm
AnP ANGC

= / fdm+/ fdm, (car ANG® = Anp°)
ANP Anp®

_ /fdm, (car (AN P)U (AN p°)
— V(A).

Soit A € M telle que pu(A) =0, alors (AN P)=0car AN P C A et donc
vo(A) = /ixpdu = / idu = 0.
A9 AnpP Y
Ce qui montre que vy < u. D’autre part
v1(G) =v(GNGY) =v() = 0.
Et aussi

(G = / gdm = gdm = 0.
Ge {g=0}

Ce qui montre que vy L pu.
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