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 الـمـقـدمــة
 

 

أما بعد: تعد المعادلات  جمعين،أوأصحابه  آلهالحمد لله رب العالمين، والصلاة والسلام على نبينا محمد، وعلى 
العلوم الهندسية  التطبيقية ولا غنى لكافة فروعهم فروع الرياضيات أمن  -العادية والجزئية  بصنفيها -التفاضلية 

علماء كوسيلة عمال العديد من الأعشر في سابع والفيزيائية عنها. بدأت دراسة المعادلات التفاضلية في القرن ال
التي  يةستخدمت وتستخدم في نمذجة وفهم بعض المسائل الفيزيائأالظواهر الفيزيائية، حيث بعض لنمذجة ودراسة 

ستخدمت أة فما المعادلات التفاضلية الجزئيأبمتغير واحد وكمثال على ذلك معادلة الحركة لنيوتن ابع تتعلق بت
   :وتستخدم في نمذجة وفهم بعض المسائل الفيزيائية التي تتعلق بتابع بأكثر من متغير واحد وكأمثلة على ذلك، نذكر

 نتشار الحرارة.إمعادلة الحرارة والتي تحكم  (1)
 نتقال الضوء والصوت وموجات الماء.إوالتي تحكم معادلة الموجة  (2)
 نتشار والتي تصف فيض الجسيمات والطاقة.معادلة الإ (3)

من  ط  اا نملا توجد طرق رياضية عامة لحل المعادلات التفاضلية ولكن هناك بعض الطرق يمكن تعميمها على 
المعادلات التفاضلية وحتى الطرق العددية فهي ليست طرقا عامة لحل جميع المعادلات التفاضلية في كل الشروط. 

ستقراء مستقبل سلوك إبتدائية للنظام الذي تعبر عنه المعادلة التفاضلية مهم جدا ويعتمد عليها في معرفة الشروط الإ
تكهن وبدقة عن ستطعنا الإبتدائية لنظام ما بدقة كلما ية والشروط الإالنظام قيد الدراسة فكلما عرفنا الظروف الأول

 سلوكه مستقبلا.

هذه المطبوعة، عبارة عن مجموعة محاضرات في المعادلات التفاضلية، ألقيت على مدى ثلاث سنوات لطلبة السنة 
شهادة أستاذ ل عرض التكوين حتواهإعدادها بناءا على ما إالرابعة رياضيات )أستاذ تعليم متوسط  وثانوي( وقد تم 

إن إعداد  .514المعادلات التفاضلية لطلبة السنة الرابعة رياضيات رمز رقياس التعليم المتوسط  والثانوي المتعلق بم
 قتصرإعتمد على الجهود الكبيرة التي بذلها العديد من العلماء والباحثين والمؤلفين والمترجمين، فقد إهذه المطبوعة 

تسهيل وصولها صياغتها بأبسط  طريقة ممكنة ل محاولةعملي على تجميع هذه المادة العلمية، وترتيبها، وتنسيقها، و 
  ضافات.للطالب، مع بعض الإ

 فصول، هي على النحو التالي:خمسة قسمت المطبوعة إلى       
لى إ من الرتبة الأولى، حيث تطرقنا في هذا الفصلللللللل وجمل المعادلات التفاضلللللللليةلمعادلات تذكير با :الفصــــــ  ا   

ة الأولى التفاضللللللية العادية اوطية وغير اوطية من الرتب وجمل المعادلات مجموعة من المفاهيم الأولية حول المعادلات
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بة تهذا الفصللللللللل بطرق مكاملة بعض أنواع المعادلات التفاضلللللللللية العادية من الر  وااتتمنالى وجود ووحدانية الحل إو 
 الأولى.

لة وجود أسلللللللللللى مإالمعادلات التفاضلللللللللللية اوطية من الرتبة الثانية، حيث تطرقنا في هذا الفصللللللللللل  :الفصــــــــ  ال    
عادلات ملحسلللللللللللاب الحل ل بعض طرقلى إكذلك  الثانية، تطرقناووحدانية الحل للمعادلات التفاضللللللللللللية من الرتبة 

 .المعاملات غير الثابتة وفي حالةالمعاملات الثابتة  في حالةالتفاضلية اوطية من الرتبة الثانية 
المسللائل الحدية )المسللائل ذات النقطتين(، حيث تطرقنا في هذا الفصللل الى المسللائل ذات النقطتين  :  لثالفصــ  ال

لة ألى مسللللع اهتمامناأي المسللللائل مع الشللللروط الحدودية وكحالة ااصللللة من هذه المسللللائل ذات النقطتين فقد تركز 
 لة وجود قيم ذاتية وتوابع ذاتية لهللللللللللا.أبمس اهتممناحيث  "Sturm Liouville"تورم ليوفيلس

المفاهيم الأولية  لى بعضإالمعادلات التفاضلية ذات المشتقات الجزئية، حيث تطرقنا في هذا الفصل  :رابعالفصـ  ال
تطلب مفاهيما لة معقدة تأالتفاضللللية الجزئية مسلللحول المعادلات التفاضللللية الجزئية. دراسلللة وجود الحل للمعادلات 

في  هتمامناااارجة عن مقررات السللللللنة الرابعة رياضلللللليات لذلك فمننا نفرض دوما وجود الحل ونقوم  سللللللابه. تركز 
 الناقصللية، المكاف ة :هذا الفصللل على المعادلات التفاضلللية الجزئية اوطية من الرتبة الثانية بأنماطها الأسللاسللية الثلاثة

صل المتغيرات من طريقة ف كلا  باسلتعمالوالزائدية حيث قمنا  ل مسلائل تفاضللية مشلكلة من هذه الأنماط الثلاثة 
لطاقة ا أمبد اسللللللللللللللتعملنا( وطريقة تحويل لابلاس وكأمثلة عن دراسللللللللللللللة وحدانية الحل فقد "Fourier"فوريه )طريقة 

 الحدية للموجة.-بتدائيةلة القيم الإأالحدية للحرارة و مس-بتدائيةلة القيم الإألإثبات وحدانية الحل لكل من مس
لى إطريقة الفروق المنتهية لحل المعادلات التفاضللية العادية والجزئية، حيث تطرقنا في هذا الفصل  :خ مسالفص  ال

كذلك نواع المسللللللللللللائل الحدية بمعادلات تفاضلللللللللللللية عادية و ألحل بعض  باسللللللللللللتعمالهاالمبدأ العام لهذه الطريقة ثم قمنا 
 جزئية.في حل بعض أنواع المسائل الحدية بمعادلات تفاضلية  استعملناها

كل فصل اتتام  إ محتوياته وقد تم باستيعا، مدعوم بأمثلة توضيحية لتسهيل علاهأكل فصل من الفصول المذكورة 
 . من التمارين المقترحة بمجموعة - الأولماعدا الفصل  -

 في الأاير، أتمنى أن أكون قد وفقت، بمشي ة الله، في تزويد طلبتنا الأعزاء بمولود
بيداغوجي جديد، نحسبه أن يكون سندا لهم في دراسة مقياس المعادلات التفاضلية، كما أتمنى من الطلبة والأساتذة 

 الموفق. والله ستقبل.بملاحظاتهم القيمة لنأاذ بها في الم موافاتناالزملاء 
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 الفصل الأول
 من الرتبة الأولىالتفاضلية وجمل المعادلات  بالمعادلات رـــتذكي

 محتوى الفصل

 40 مفاهيم عامة حول المعادلات وجمل المعادلات التفاضلية الخطية  1.1

 40 حل المعادلات وجمل المعادلات التفاضلية الخطية ذات المعاملات الثابتة 1.1

 40 سةالتفاضلية الخطية غير المتجانوجمل المعادلات طريقة تغيير الثابت لحل المعادلات  1.1

 40 التفاضلية غير الخطية المعادلات 0.1

 40 مكاملة بعض أنواع المعادلات التفاضلية غير الخطية  0.1
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 .1و يساوي بيعي أكبر أعدد ط nو  مجال مفتوح من  I في كل مما يلي

 التفاضلية الخطية وجمل المعادلات مفاهيم عامة حول المعادلات 1.1
  كل معادلة من الشكلالرتبة الأولى  من خطية نسمي معادلة تفاضلية: 

( ) ( ) ( ) ( ) (1.1.1)Y x A x Y x B x   
: حيث ( )nA I M  و: nB I   .يعني  (1.1.1) ةحل المعادلة التفاضلي دالتان مستمرتان

: الدوالإيجاد كل  nY I   شتقاق على القابلة للإI  (1.1.1)المعادلة  تحققالتي و. 
 هي (1.1.1) لمعادلةباتجانسة المرفقة المعادلة التفاضلية الم: 

( ) ( ) ( ) 0 (1.1.2)Y x A x Y x   
  ليكن

0 0
( , )

n
x Y I كل مسألة من الشكل: (1.1.1) . نسمي مسألة كوشي المرفقة بالمعادلة التفاضلية 

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
(1.1.3)

( )

Y x A x Y x B x

Y x Y

  




 

 ذا كانتإ : ( )nA I M  و: nB I  دالتان مستمرتان و 
0 0( , ) nx Y I ة. فإن المسأل 

 .Iتقبل حلا وحيدا معرفا على (1.1.3)
:لتكن   :)بنية مجموعة الحلول( 1.1.1 نظرية ( )nA I M  و: nB I   .دالتان مستمرتان 

)1 هي فضاء شعاعي جزئي من (1.1.2) للمعادلة التفاضلية المتجانسة S مجموعة الحلول .1 , )nC I  بعده
 .n يساوي

)1 هي فضاء تآلفي جزئي من (1.1.1) التفاضلية غير المتجانسة المعادلةحلول مجموعة  .2 , )nC I  بعده
 .n يساوي

 الثابتةالتفاضلية الخطية ذات المعاملات وجمل المعادلات المعادلات حل  1.1
) تإذا كان )nA M نسمي أسية .A المعرفة بــ المصفوفة: 

0

exp( )
!

n

n

A
A

n





. 

 :لدينا الخواص التالية :خواص

)exp التطبيق .1 )A A مستمر من ( )nM   في( )nM. 
, إذا كان .2 ( )nA B M بحيث AB BA نفإ exp( ) exp( )exp( )A B A B . 
)جل كل من أ .3 )nA Mالتطبيق . exp( )x xA ومشتقه هو  شتقاققابل للإexp( )x A xA. 
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)ليكن  :1.1.1 نظرية )nA M، 
0x I 0 و

nY  .المعرف بــ التطبيق:  
0 0exp(( ) )x x x A Y  هو

 :الحل الوحيد للمسألة الكوشية

0 0

( ) ( )

(x )

Y x AY x

Y Y

 



 

) لتكن :1.1.1 نتيجة )nA M  ليكنو   في قابلة للتقطيرمصفوفة  1 2, ,..., nV V V  الأساس المشكل  من
 المرفقة بالقيم الذاتية Aالأشعة الذاتية لــ  1 2, ,..., n    .لتاليةالتوابع اعلى الترتيب معادة بقدر رتب تضاعفها: 

( ) , 1ix

i iY x e V i n


   

)'   :حلول المعادلة المتجانسةموعة أساسا للفضاء الشعاعي لمجتشكل  ) ( )Y x AY x. 

 التفاضلية الخطية غير المتجانسةوجمل المعادلات لحل المعادلات  طريقة تغيير الثابت 1.1
 :التفاضلية غير المتجانسة عادلةنعتبر الم

( ) ( ) ( ) (1.3.1)Y x AY x B x   

:  حيث ( )nA I M  و: nB I  .دالتان مستمرتان 

 كل أساس  (1.3.1) المعادلةنسمي جملة أساسية لحلول  1 2, ,..., nY Y Y عادلة حلول المموعة للفضاء الشعاعي لمج
 المتجانسة المرفقة بها.

ليكن  :1.1.1 مبرهنة 1 2, ,..., nY Y Y  و (1.3.1) المعادلةجملة أساسية لحلول  1 2, ,..., nC C C جملة لــ n  دالة
 :المعرف بــ Y. التطبيق I على 1Cمن الصنف 

1

( ) ( ) ( )
n

i i

i

x Y x C x Y x


 

xجل كل أمن  تحققذا إذا وفقط إ (1.3.1)هو حل للمعادلة غير المتجانسة  I ما يلي: 

1

( ) ( ) ( )
n

i i

i

C x Y x B x


  
:ذا كانت إ :1.11. مبرهنة ( )nA I M  و: nB I  دالتان مستمرتان و 

0 0( , ) nx Y I ن إ. ف
 :التالية لةالمسأ

0 0

( ) ( ) ( )

( )

Y x AY x B x

Y x Y

  



 

 :العلاقة التاليةب محدد I علىتقبل حلا وحيدا 
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0

0 0 0( ) exp(( ) ) exp(( ) ) ( ) (1.3.2)

x

x

Y x x x A Y t x A B t dt   . 

1n من أجل :1.3.1كحالة خاصة من المبرهنة   تكون لدينا المسألة الكوشية التالية: 

0 0

( ) ( ) ( )

( )

y x ay x b x

y x y

  



 

b: وثابت حقيقي  aحيث  I  هذه المسألة تقبل حلا وحيدا على .دالة مستمرة I التالية محدد بالعبارة: 

0

0 0 0( ) exp(( ) ) exp(( ) ) ( )

x

x

y x x x a y t x a b t dt   . 

  :في حالة المعادلات التفاضلية السلمية ذات المعاملات المتغيرة. لدينا المبرهنة التالية

  و I مستمرتان على  b و a الدالتين ذا كانت كلتاإ :1.11. مبرهنة
0x I التالية لةفان المسأ: 

0 0

'( ) ( ) ( ) ( )

( )

y x a x y x b x

y x y

 




 

 :التالية  محدد بالعبارة I تقبل حلا وحيدا على

0 0 0

0( ) ( )exp (s)ds exp (s)ds (1.3.3)

x t x

x x x

y x y b t a dt a
    
      

        
   

 المعادلات التفاضلية غير الخطية 0.1
f:و  2من  امفتوح انطاق  ليكن  .دالة مستمرة 
  كل معادلة من الشكل  ولىالأ من الرتبةنسمي معادلة تفاضلية: 

( ) ( , ( )) (1.4.1)y x f x y x  
 كل دالة حقيقية (1.4.1) نسمي حلا للمعادلة : ( )x x   التاليةتحقق الشروط: 

)1 :أي أن I قابلة للإشتقاق باستمرار على  (أ) )C I. 
xمن أجل كل   (ب) I نفإ ( , ( ))x x . 
xمن أجل كل   (ت) I نفإ ( ) ( , ( ))x f x x  . 

 لتكن: 1.0.1تعريف  ( )x y x x  على المجال  (1.4.1)حلا للمعادلةI. 
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 ، إذا حقق:، يسمى تمديدا للحل I يحوي J المعرف على مجال  الذي هو (1.4.1)  حل المعادلة

   :x I x x    

 .إنه أعظمي إذا انطبق أي تمديد له عليه (1.4.1) نقول عن حل للمعادلة: 1.0.1تعريف 

2و  2من  امفتوح انطاق  ليكن :("zCauchy Lipschit"ليبشيتزكوشي ) 1.0.1 نظرية
:f  

 تانإذا ك. على  1Cمن الصنف دالة 
0 0( , )x y نقطة من  التالية لة كوشيفإن مسأ:    

0 0

( ) ( , ( ))

(x )

y x f x y x

y y

 




 

  على مجال مفتوح يشمل اتقبل حلا أعظميا وحيد
0x.  

 .لى طرق مكاملة بعض أنواع المعادلات التفاضلية غير الخطية من الرتبة الأولىإلنتطرق الآن 

 غير الخطية بعض أنواع المعادلات التفاضلية  مكاملة 0.1
 مكاملة المعادلات التفاضلية ذات المتغيرات المنفصلة 1.0.1

 :كل معادلة من الشكل  : 1.5.1تعريف 
( ( )) ( ) ( ) (1.5.1)g y x y x f x  

 ، تسمى معادلة تفاضلية ذات متغيرين منفصلين. من I دالتان مستمرتان على مجال gو  fحيث 

. نقول إن  من Iعلى مجال  gتابعا أصليا للتابع  Gو  f تابعا أصليا للتابع Fليكن :  1.5.1مبرهنة
)1 التابع )y C I وفقط إذا حقق المعادلة التالية: إذا (1.5.1) حلا لـ 

( ( )) ( (1.5.2 ) , )G y x F x c c   

 كامل المعادلة التفاضلية:   :1.0.1 مثال
21 (1.5.3)y y   

21 على (1.5.3)بقسمة طرفي المعادلة  y  نجد:  
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2 2
(1.5.3) 1

1 1

arctan( ) ,

tan( ) , .

y dy
dx

y y

y x c c

y x c c


   

 

   

   

 

 

 "Bernouli" التفاضلية لبرنوليت مكاملة المعادلا 1.0.1

 :معادلة من الشكل لبرنولي كل:  نسمي معادلة 1.0.1 تعريف

( ) ( ) (1.5.4)my a x y b x y   

0,1mهما  و يتعريف تابعان مستمران على  مجالي bو  aحيث  . 

 مكاملة معادلة برنولي  -

ى عل (1.5.4)أولا: نقوم بتحويل معادلة برنولي إلى معادلة تفاضلية خطية من الرتبة الأولى. بقسمة طرفي المعادلة 
my 0 حيثmy   نجد: 

1

1
(1.5.4) ( ) ( )

m m

y
a x b x

y y 


   

  نضع
1

1
m

z
y 

  1) منه فإنو )
m

y
z m

y


   ويكون لدينا: 

1
(1.5.4) ( ) ( )

1

(1 ) ( ) (1 ) ( )

z a x z b x
m

z m a x z m b x

  


    

 

 :والتي هي خطية ومن الرتبة الأولى (1.5.5)للمعادلة التفاضلية  z عن الحلثانيا: نبحث 
(1 ) ( ) (1 ) ( ) (1.5.5)z m a x z m b x     

)1  :أي حل معادلة برنولي من العلاقة التالية (1.5.4)حل المعادلة التفاضلية y ثم نحسب ) ( )my x z x.  بما
0yأن     هي (1.5.4) حلولفإن مجموعة  (1.5.4)كذلك حلا للمعادلة:   

 1
1 2( ) ( ) , ( ) 0mS x y x z x x y x   

 : كامل المسألة التالية: 1.0.1 مثال
2( ) ( ) ( ) (1.5.6)

(0) 1 (1.5.7)

y x y x xy x

y
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 على (1.5.6) المعادلة بقسمة طرفيإلى معادلة تفاضلية خطية من الرتبة الأولى.  (1.5.6) أولا: نقوم بتحويل المعادلة
2y 2 حيث 0y  نجد: 

2

1
(1.5.6)

y
x

y y


   

1 نضع
z

y
  منه فإنو 

2

y
z

y


   ويكون لدينا:  

(1.5.6) 'z z x    

 :والتي هي خطية ومن الرتبة الأولى (1.5.8)للمعادلة التفاضلية  zثانيا: نبحث عن الحل

(1.5.8)z z x    

 :أن نجد (1.3.3)العلاقة  باستعمال

0 0 0

0( ) ( )exp (s)ds exp (s)ds (1.5.9)

x t x

x x x

z x z b t a dt a
    
      

        
   

)حيث  ) 1a x   ،( )b x x ، 
0 1x  و 

0 1z  نجد (1.5.9). بالتعويض في:  
( ) 1z x x   

(1.5.6))لمسألة التفاضلية ل y لالحومنه فإن  (1.5.7)) هو: 


1 1

( ) , 1
( ) 1

y x x
z x x

   
 

. 
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 الفصل الثاني
 المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الثانية

 محتوى الفصل

 22 مفاهيم عامة حول المعادلات التفاضلية من الرتبة الثانية   2.1

 22 التفاضلية الخطية من الرتبة الثانية ذات معاملات ثابتةالمعادلات  1.1

 29 المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الثانية ذات معاملات توابع 2.1

 12 حل بعض المعادلات التفاضلية من الرتبة الثانية باستعمال السلاسل الصحيحة  2.1

 12 حل بعض المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الثانية باستعمال تحويل لابلاس 2.1

 12 تمارين مقترحة على الفصل الثاني
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 حول المعادلات التفاضلية من الرتبة الثانيةمفاهيم عامة  2.1
 كالتالي:تكتب المعادلة التفاضلية من الرتبة الثانية في شكلها العادي  

 , , (2.1.1)y F x y y  

) تكمن في إيجاد حل (2.1.1) مسألة كوشي للمعادلة )y x  يمر بنقطة  (2.1.1)للمعادلة
0 0( , )x y  بميل

يساوي 
0( )y x. 

بشيتز يو تحقق شرط ل 3من  Dمستمرة في نطاق  Fإذا كانت  والوحدانية(:الوجود ) 1.2.2 مبرهنة
"zLipschit"كل من بالنسبة لـy وy  0فإنه من أجل كل نقطة 0 0( , , )x y y  داخلية لـD في جوار ما لـ ،
0x  ينيحقق الشرط (2.1.1)يعرف حل واحد للمعادلة  :

0 0( )y x y  و
0 0( )y x y   أي يوجد حل واحد

 التالية:لمسألة كوشي 

0 0

0 0

( , , )

( )

( )

y F x y y

y x y

y x y

 



  

 

ن معاملات توابع كل معادلة تكتب م الثانية ذاتمعادلة تفاضلية خطية من الرتبة  نسمي :2.2.1تعريف 
 الشكل:

   ''( ) '( ) ( ) ( ) (2.1.2)y x b x y x c x y x f x   
 .من  I على مجال ةتوابع مستمر  f و  b  ، c حيث

 :ملاحظات
 0 إذا كانf  هي معادلة متجانسة. (2.1.2)المعادلة ن فإ 
 0 إذا كانf  هي معادلة غير متجانسة. (2.1.2)ن المعادلة فإ 
  2ن نفرض دوما أ (2.1.2)في حل المعادلات التفاضلية من الشكل( )y C I. 
0x بفرض أن :12.2.نتيجة  I ن الدوال وبما أb  ، c  و f  ال المجمستمرة علىI  يوجد حل وحيد فانه

 :يحقق الشرطين التاليين 0xفي جوار ما للنقطة  (2.1.2) للمعادلة
0 0( )y x y  و

0 0( )y x y   
 ابتةثمن الرتبة الثانية ذات معاملات  المعادلات التفاضلية الخطية 1.1

تب من كل معادلة تك  ابتةمعاملات ث الثانية ذاتمعادلة تفاضلية خطية من الرتبة  نسمي :2.1.1تعريف 
 الشكل:
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''( ) '( ) ( ) ( ) (2.2.1)y x by x cy x f x   
 ثابتان حقيقيان. c و b و من  I مستمر على مجال بعات fحيث  
 يلي:كما   Lتفاضليا  اؤثر نعرف م :11.1. تعريف

2 0L: ( ) ( )

L( ) '' '

C I C I

y y y by cy



  
 

خطي  L المؤثرثابتين حقيقين. ن يكونا أكما يمكن   Iيمكن أن يكونا تابعين مستمرين على  c و b مع
2 جل كلأمن  أي أنه 

1 2, ( )y y C I و  و   لدينا ، أو ينتميان إلى: 
     1 2 1 2L L Ly y y y    

 :نجد (2.2.1)في المعادلة أو  (2.1.2) في المعادلة Lالمؤثر استعملنا إذا :12.1. ملاحظة
L( )( ) ( )y x f x  جل كل أمنx I نأي أ L( )y f. 

)L المتجانسة  دراسة المعادلات 2.1.1 ) 0y  
)نفرض أن ) rxx e   للمعادلة حلاL( ) 0y  2 :فيكون لدينا( ) rxx r e    و( ) rxx re  .بتعويض 

)L في المعادلة و ،  كلا من ) 0y  نجد:  
2 0rx rx rxr e bre ce   

 نأي أ
 2 0rxe r br c   

0rxe :لدينا r جل كلوبما أنه من أ  ن فإ 
2 0r br c   

 الشكل:كثير الحدود من  :2.1.1 تعريف

  2p r r br c   
)L  التفاضلية:يسمى كثير الحدود المميز للمعادلة  ) 0y . 

 التفاضلية لحل المعادلة L 0y   حالات:نميز ثلاث 
2معناه  2rو  1rيقبل جذرين حقيقين مختلفين  p كان  إذا :الأولىالحالة  4 0b c   .  في هذه الحالة

 :يكون لدينا
1

2

b
r

  
 و 

2
2

b
r

  
  والحل العام للمعادلة L 0y   الشكل يكون على:  

1 2

1 2( ) r x r xy x c e c e . 

)''         :حل المعادلة التفاضلية  :2.1.1مثال  ) 4 ( ) 0 (2.2.2)y x y x  
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  هو (2.2.2)كثير الحدود المميز للمعادلة   2 4p r r   و لدينا:    
2( ) 0 4 0 ( 2) ( 2)p r r r r        

 :الشكليكون على  (2.2.2) ومنه فالحل العام للمعادلة
2 2

1 2 1 2( ) / ,cx xy x c e c e c  . 
0معناه  امضاعف ايقبل جذر  p: إذا كان الحالة الثانية   2معناه 4 0b c   0وليكنr  .هو هذا الجذر

 الحل العام للمعادلة L 0y   الشكل يكون علىفي هذه الحالة: 
0 0

1 2 1 2( ) / ,c
r x r x

y x c e c xe c   
)''       :حل المعادلة التفاضلية :1.1.1مثال  ) 2 '( ) y(x) 0 (2.2.3)y x y x   

    هو  (2.2.3) كثير الحدود المميز للمعادلة  2 2 1p r r r   ولدينا:    
2

0( ) 0 2 1 0 1p r r r r       
 :الشكل يكون على (2.2.3) ومنه فالحل العام للمعادلة

1 2 1 2( ) / ,cx xy x c e c xe c  . 
0يقبل حذرين عقديين  مترافقين معناه  pإذا كان  :الحالة الثالثة   1وr i  2 وr i  .
حلول المعادلة  L 0y  في هذه الحالة هي من الشكل: 

 1 2 1 2( ) cos sin / ,cxy x e c x c x c     
)''      :حل المعادلة التفاضلية :2.1.1مثال  ) '( ) ( ) 0 (2.2.4)y x y x y x   

    هو (2.2.4) كثير الحدود المميز للمعادلة  2 1p r r r   ولدينا:    
2 1 3 1 3

( ) 0 1 0 ( ) ( )
2 2 2 2

p r r r r i r i
 

           
 :الشكل كون علىي (2.2.4) ومنه فالحل العام للمعادلة

2
1 1 1 2

3 3
( ) cos sin / ,c

2 2

x

y x e c x c x c
     

          
    

 

 رتباط الخطي للحلولالإستقلال والإ 2.2.1.1 
)Lحلين للمعادلة  2و  1ليكن   :11.2. تعريف ) 0y   على مجالI  من. 
  1نقول عن  2و نهما مرتبطين خطيا علىأ I  1إذا وجد ثابتين حقيقيينc  2وc يثبح: 

1 0c    2كذلك 0c   1و 1 2 2( ) ( ) 0c x c x    جل كل من أx  منI. 
  1نقول عن  2و نهما مستقلين خطيا علىأ I إذا  تحقق ما يلي: 
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1 2 1 1 2 2 1 2, , : ( ) ( ) 0 0x I c c c x c x c c           

 المتجانسة ستقلال حلول المعادلةإدراسة  1.2.1.1

 :الثلاثة التالية الحالات نميز
0 حالة -  .1 يكون في هذه الحالة

1( ) r xx e  2 و

2( ) r xx e  ل كلجومن أ x I 1 و 2,c c  .
 :لدينا

   

1 2

1 2

2 1

2 1

1 1 2 2 1 2

1 2

( )

1 2

2 2 1

2

( ) ( ) 0 0

0

0

0

0.

r x r x

r x r x

r r x

r r x

c x c x c e c e

c e c e

c c e

c r r e

c





      

  

  

  

 

 

بتعويض 
2 0c   1في المساواة 1 2 2( ) ( ) 0c x c x     1نجد 0c   منه و

1  2و مستقلين خطيا علىI   . 
0 حالة -  .0 في هذه الحالة

1( )
r x

x e  0و

2( )
r x

x xe  ل كلجومن أx I 1 و 2,c c  لدينا: 
0 0

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2

1 2

( ) ( ) 0 , : 0

0

0

r x r x
c x c x c c c e c xe

c c x

c c

       

  

  

 

    .Iمستقلين خطيا على 2و  1 ن ومنه فإ
0 حالة -   . تترك للطالب. 

)L حلين مستقلين للمعادلة  2و  1ذا كان إ :11.2. مبرهنة ) 0y  على مجال I ن الحل العام فإ  من
)L للمعادلة ) 0y  يكتب من الشكل:   

1 1 2 2 1 2(x) c ( ) ( ) / , , (( ) ( ))y x c x c c K K K       . 
1 و  من مجالا I ليكن :"Wronskian"تعريف الرونسكي

1 2, ( )C I  ، نسمي المحدد: 

   1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

( ) ( )
W , ( ) ' ( ) ' ( ) ( )

' ( ) ' ( )

x x
x x x x x

x x

 
       

 
 

وسنرى  W(x) ولذلك نرمز له تجاوزا بــــــالرمز xتابع للمتغير  Wن . واضح أ2و  1رونسكيان التابعين 
تقوم بدور مهم في تحديد خواص حلول المعادلة التفاضلية وهو دور يستند في الأساس  دالة الرونسكيان نأ الآن

 :على النتيجة التالية
)Lحلين للمعادلة   2و  1ليكن  :1.1.2 نتيجة ) 0y  على مجال I 0وx I. لدينا: 
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     0

1 2 1 2 0W , ( ) W , ( )
b x x

x x e
 

     
 :لدينا ،من تعريف الرونسكي :إثبات

   1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

( ) ( )
W , ( ) ' ( ) ' ( ) ( )

' ( ) ' ( )

x x
x x x x x

x x

 
       

 
 

ن أوبما 
1  و

2  حلين للمعادلةL( ) 0y  نه ينتج لدينافإ: 
1 1 1

2 2 2

'' ( ) b ' ( ) c ( ) 0

'' ( ) b ' ( ) c ( ) 0

x x x

x x x

     

     

 

)2بضرب طرفي المعادلة الأولى في  )x  1وطرفي المعادلة الثانية في( )x نوبالطرح نجد أ: 
   1 2 2 1 1 2 2 1'' ( ) ( ) '' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ' ( ) ( ) 0x x x x b x x x x          

 :ن الرونسكيان يحقق المعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة الأولى التاليةأي أ
   1 2 1 2W , ( ) W , ( ) 0x b x       

بحل هذه المعادلة التفاضلية نجد إذن:                     0

1 2 1 2 0W , ( ) W , ( )
b x x

x x e
 

    . 
)Lحلين للمعادلة   2و  1ذا كان إ :11.1. نتيجة ) 0y  على مجال I  فإما أن يكون W 0x  
بكاملة أو أن يكون  Iعلى  W 0x  لأي x  منI. 

)L حلين للمعادلة 2و  1ليكن   :11.1. مبرهنة ) 0y  لدينا التكافؤ التالي: 
1  2و  مستقلان خطيا على I  إذا وفقط إذا كان  1 2W , 0x   جل كل من أx من I. 

  :إثبات
( ) 1الحلين : نفرض أن  2و للمعادلة L( ) 0y  جل كلمستقلان خطياً ونبرهن أنه من أ x من I

 :لدينا ، W 0x . هلنفرض جدلا أن :  0 0: W 0x I x   :ولنعتبر الجملة التالية 
   

   

1 1 0 2 2 0

1 1 0 2 2 0

0
(2.2.5) :

0

x x

x x

   

   

  


  

 

هو  (2.2.5) محدد الجملة ثوابت مجهولة. 2و  1حيث  0W 0x  تملك حلا  (2.2.5) أي أن الجملة
0غير معدوم وليكن 

1 1  0 و

2 2 . 
0الدالة من جهة  0

1 1 2 2    حل للمعادلة  هيL( ) 0y  .(2.2.5)الجملة حسب ف ومن جهة أخرى 
 :لدينا يكون

0 0

0 1 1 0 2 2 0

0 0

0 1 1 0 2 2 0

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

x x x

x x x
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 تحقق الشرط: أن  أي
0( ) 0x   و

0( ) 0x   0 :نفإمنه و   0 نأ أي 0

1 1 2 2 0      هذا و
مناف لكون 

1  2و  ،من أجل كل ومنه  مستقلان خطيا x I يكون لدينا: W( ) 0x .  
( ): من أجل كل x I لدينا:  W( ) 0x   أن  جدلا إذا فرضناو

1  2و   أي:بطان خطياً، تمر 
   1 2 1 2 1 1 2 2, : , 0,0 ( 0)            

 نضع مثلاً 
2 0  1  :أن لاحظ 1

2 1 2 1

2 2

 
        

 
 :    لدينا ومنه يكون  

 

1
1 1

2

1
1 2

2

W 0x


  


 


   



 

)Wوهذا مناف لكون  ) 0x ،  1وبالتالي الحلان  2و .ًمستقلان خطيا 
)L المتجانسةدراسة المعادلات غير  11.1. )y f 

 ليكن
p خاصا للمعادلة  حلاL( )y f و  لدينا:ر لها.  حلا آخ 

p  حلا خاصا  للمعادلةL( )y f  معناهL( )p f  
  حلا  للمعادلةL( )y f  معناهL( ) f  

)L منهو  ) L( ) 0p f f      نأي أ L( ) 0p   إذن( )p حلا للمعادلة المتجانسة: 
L( ) 0y . الشكل علىن الحل العام للمعادلة المتجانسة يكتب لكن نعلم أ: 

1 1 2 2c c    
 إذن

1 1 2 2( ) ( )p c x c x     
 منهو 

1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) / ,px x c x c x c c       
   ن:أحيث 

   هو الحل العام  للمعادلةL( )y f. 
 p  هو حل خاص للمعادلةL( )y f. 
 1 1 2 2 1 2/ ,h c c c c       المتجانسةهو حل المعادلة L( ) 0y . 

 المبرهنة التالية: نحتاجمن أجل البحث عن حل خاص للمعادلة غير المتجانسة. 
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 و  من Iتابعا مستمرا على مجال  fليكن  :11.2. مبرهنة 1 2,  جملة أساسية لحلول المعادلة: 
L( )y f  علىI،  كل حل للمعادلةL( )y f يكتب من الشكل: 

1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) / ,py x x c x c x c c      
)L حل خاص للمعادلة pحيث  )y f يحدد من العلاقة: 

 

 

 

 
0 0

1 2

1 2

W W
( ) ( ) ( )

W W

x x

p

x x

s s
x x ds x ds

s s
     

 :حيث
1 2

1 2

( ) ( )
W( )

( ) ( )

x x
x

x x

 


  
،  2

1

2

0 ( )
W ( )

( ) ( )

x
x

f x x





1  و  

2

1

( ) 0
W ( )

( ) ( )

x
x

x f x





 

 
 :ن الحل الخاص يكتب من الشكلنفرض أ. 2cو  1cالثوابت تغير نقوم باستعمال طريقة  :إثبات

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )p x c x x c x x     
 :فيكون لدينا

1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p x c x x c x x c x x c x x             
 و

1 1 1 1 1 1 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )

p x c x x c x x c x x c x x

c x x c x x

             

     
 

بتعويض كلا من 
p ،

p
  و

p
 في المعادلة غير المتجانسة: L( )y f نجد: 

 

 

1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

( )L( ( )) ( )L( ( ))

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) (2.2.6)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

c x x c x x

c x x c x x c x x c x x

b c x x c x x f x

  

            

     

 

 :بوضع
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0 (2.2.7)c x x c x x     

  :يكون لدينا
1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 (2.2.8)c x x c x x c x x c x x             

 :نجد (2.2.6)في  (2.2.8) و (2.2.7) ضيعو ومنه بت
   1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c x x c x x b c x x c x x f x             

 :ومنه نحصل على الجملة التالية



التفاضلية لطلبة المدارس العليا للأساتذة سنة رابعة رياضياتدروس في مقياس المعادلات   
 

18 

 

1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 0
(2.2.9)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

c x x c x x

c x x c x x f x

    

      

 

 نحسب
1c و 

2c  باستعمال طريقة كرامر"amerCr".  هو (2.2.9)محدد الجملة: 
1 2

1 2

1 2

( ) ( )
( ) W( , )( ) 0

( ) ( )

x x
x x

x x

 
     

  
 

 :بوضع
2

1

2

0 ( )
W ( )

( ) ( )

x
x

f x x





1 و   

2

1

( ) 0
W ( )

( ) ( )

x
x

x f x





 

1 نحصل على
1

W ( )
( )

W( )

x
c x

x
   2و

2

W ( )
( )

W( )

x
c x

x
    ومنه من أجل كل

0x  مثبت منI  فإن الحل الخاص

)L للمعادلة غير المتجانسة )y f يحسب من العلاقة: 
 

 

 

 
0 0

1 2

1 2

W W
( ) ( ) ( )

W W

x x

p

x x

s s
x x ds x ds

s s
     

)Lوبالتالي فالحل العام للمعادلة  )y f يحسب من العلاقة: 
 

 

 

 
0 0

1 2

1 1 2 2

W W
( ) ( ) ( )

W W

x x

x x

s s
y x x c ds x c ds

s s

   
       

   
   

  

 .توابعصحيحة في حالة المعادلات المتجانسة بمعاملات  2.3.3تبقى المبرهنة  :1.1.1 ملاحظة
)''         التفاضلية:حل المعادلة   :12.1. مثال ) '( ) 2 ( ) (2.2.10)xy x y x y x e   
 المعادلة: ولنبحث عن حل المتجانسة أينبحث عن حلول المعادلة  :أولا

''( ) '( ) 2 ( ) 0y x y x y x   
)2لدينا   ) 2p r r r        و( ) 0 ( 1) ( 2)p r r r       1إذن( ) xx e    2و

2( ) xx e . 
ن بما أ 

2

2
W 3 0

2

x x

x

x x

e e
x e

e e




  


 .المعادلة المتجانسةأساسية لحلول  يشكلان جملة 2و  1ن فإ 

  :لديناثانيا: 
 

 

 

 
0 0

1 2

1 1 2 2

W W
( ) ( ) ( )

W W

x x

x x

s s
y x x ds x ds

s s

   
         

   
   

  

 :هو (2.2.10) العام للمعادلة أن الحلنجد بعد التعويض والحساب 

2

1 2 1 2( ) / ,
3

x xx
y x c e c e c c 
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 الرتبة الثانية ذات معاملات توابع الخطية من التفاضلية المعادلات 2.1
)L المتجانسة دراسة المعادلات 21.3. ) 0y  

عموما المعادلات من هذا الشكل لا يمكن حلها إلا إذا أعطي حلا خاصا لها.  ليكن 
1 للمعادلة  حلا معطى

L( ) 0y   2نبحث عن حل لو  مستقل خطيا مع
1 ويكتب من الشكل: 

2 1( ) ( ) ( )x u x x   2 حيث

1 2, , ( )u C I  . 
 :لدينا 

1 حلا معطى للمعادلة L( ) 0y  معناه: 
1 1 1'' (x) b(x) ' (x) c(x) (x) 0 (2.3.1)      

)Lحلا للمعادلة  2كذلك  ) 0y  معناه: 
2 2 2'' (x) b(x) ' (x) c(x) (x) 0 (2.3.2)      

  :لدينا ،من جهة أخرى
2 1( ) ( ) ( )x u x x   

2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )x u x x u x x       
2 1 1 1( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )x u x x u x x u x x           

2، 2بتعويض كلا من عبارة  
  2و

 في المعادلة L( ) 0y  نجد: 
 

 
1 1 1

1 1 1

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

u x x u x x u x x

b x u x x u x x c x u x x

       

       
 

  :نأي أ
 

 
1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0

u x x b x x c x x

u x x u x a x x b x x

     

        
 

  :نجد (2.3.2)و  (2.3.1) باستعمال 
 1 1 1''( ) ( ) '( ) 2 ' ( ) ( ) ( ) 0u x x u x x b x x      

 :التالينحصل على  ومنه
1 1 1

1 1

2 ' ( ) ( ) ( ) ' ( )''( ) ''( )
2 ( )

'( ) ( ) '( ) ( )

x b x x xu x u x
dx dx dx dx b x dx

u x x u x x

   
     

      

)  :بعد الحساب نجد )

2

1

1
( )

( )

b x dx

u x e dx
x




)   نوبالتالي فإ  )

2 1 2

1

1
( ) ( )

( )

b x dx

x x e dx
x

  


 . 

)L من أجل حساب الحل العام للمعادلة المتجانسة ) 0y  التالية: المبرهنة. نحتاج 
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)1كان   إذا :2.1.2 مبرهنة )x  حلا للمعادلةL( ) 0y  2ن الحل فإ( )x  1يكتب بدلالة( )x  على
 :الشكل

2 1( ) ( ) ( )x u x x   حيث ( )u x بالعلاقة دديح ( )

2

1

1
( )

( )

b x dx

u x e dx
x




والحل العام  

)Lللمعادلة  ) 0y  التالي الشكل يكون على: 
1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) / ,y x c x c x c c     

2 ليكن :12.2. مثال

1( )x x  حلا للمعادلة:    
2

2
''( ) ( ) 0, 0 (2.3.3)y x y x x

x
   

 جد الحل العام للمعادلة  2.3.3. 
)2الحل  )x 1بدلالة  يكتب( )x 2 :على الشكل 1( ) ( ) ( )x u x x   حيث( )u x بالعلاقة دديح

( )

2

1

1
( )

( )

b x dx

u x e dx
x




 نأ أي 
4 3

1 1
( )

3
u x dx

x x


   2 و

2 3

1 1
( )

3 3
x x

x x

 
   الحل  إذن

العام للمعادلة  2.3.3  الشكل:من 
2

1 2 1 2

1
( ) / ,y x c x c c c

x
  . 

)L غير المتجانسة دراسة المعادلات .232. ) 0y    
 :التالية برهنةلدينا الم

 و   من Iتابعا مستمرا على مجال  fليكن :2.1.1 مبرهنة 1 2,   غير  أساسية لحلول المعادلةجملة
)L المتجانسة )y f  علىI. غير المتجانسةلمعادلة الحل العام ل L( )y f العلاقة التالية سب منيح: 

 

 

 

 
0 0

1 2

1 1 2 2 1 2

W W
( ) ( ) ( ) / ,

W W

x x

x x

s s
y x x c ds x c ds c c

s s

   
        

   
   

  

    التفاضلية:حل المعادلة  :12.1. مثال
2

2
''( ) ( ) , 0 (2.3.4)y x y x x x

x
         

 الشكل:من  (2.3.4) ن الحل العام للمعادلة المتجانسة المرفقة لــــالسابق وجدنا أمن المثال 

2

1 2 1 2

1
( ) / ,y x c x c c c

x
  . 

فإن  منهو    2

1 2 2 1

1
W , 3, ( ) , ( )x x x x

x
        .في المبرهنة عامالحل العبارة  باستعمال 

  :هو (2.3.4) للمعادلةعام ن الحل النجد أ 2.3.3
3 2

1 2 1 2

1 1
( ) / ,c .

4
y x x c x c c

x
   . 
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  السلاسل الصحيحة باستعمالضلية من الرتبة الثانية التفا حل بعض المعادلات 2.1
 استخدامببحساب الحل في جوار نقطة عادية لمعادلة تفاضلية خطية من الرتبة الثانية  فقط فيما يلي سنهتم

 :التاليين التعريفينجل ذلك نحتاج من أ. ([5]أنظر على الموضوع أكثر  طلاعللإ) السلاسل الصحيحة
التي يمكن تمثيلها في مجال مفتوح  f الدالة :12.2. تعريف x   ي يمكن  متقاربة أ صحيحةبسلسلة

 :الشكل كتابتها على

0

0

( ) ( )n

n

n

f x c x x




 
 

0 نها تحليلية عندأ عنها يقال 0x تكون الدالة ، f  ة عند  ذا كانت تحليليوفقط إ إذاتحليلية على مجال مفتوح
 من هذا المجال. x كل نقطة

 التالية:المعادلة التفاضلية الخطية  نعتبر :1.2.1 تعريف
( ) ( ) 0y b x y c x y    

0x نقول عن النقطة x كانت كل من الدالتين  إذانها نقطة عادية للمعادلة التفاضلية بأ b و c  تحليليتين
 عند هذه النقطة. 

0xكانت   إذا :12.2. نظرية xالتالية:عادية للمعادلة التفاضلية  نقطة 
( ) ( ) 0y b x y c x y     

 :يكون على الشكل التالين الحل العام لهذه المعادلة فإ

0 0 1 1 2

0

( ) ( ) ( ) ( )n

n

n

y x a x x a y x a y x




    

)1ختياريان و ن إثابتا1aو 0aحيث )y x  2و( )y x  0سلسلتان تحليليتان عندx x خطيا ونصف  ومستقلتان
 .c و b تيصغر نصفي قطر تقارب سلسلقطر تقارب كلا منهما أقل من أ

 (.[5]نظر )أ ثبات:إ

 التالية:لة التفاضلية سأد حل المالصحيحة. جالسلاسل  باستخدام :2.2.1 مثال

 

2

1

2

3

(1 ) ( ) 2 ( ) 0 (2.4.1)

2.4.1 : (0) 0 (2.4.1)

(0) 1 (2.4.1)

x y x xy x

y

y
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0xالنقطة   هي نقطة عادية للمعادلة التفاضلية 
المعرفتين  c و b ن الدالتينلأ (2.4.1)1

 :العبارتينب
2

2
( )

1

x
b x

x



) و  ) 0c x  0 كلتاهما تحليليتان عند النقطةx  على يكتب . بفرض الحل

  الشكل:
0

( ) n

n

n

y x a x




   نحصل على شتقاقوبالأفإنه: 

1

1

( ) n

n

n

y x na x






  2 و 

2

''( ) ( 1) n

n

n

y x n n a x






 
 

 بالتعويض في المعادلة التفاضلية
   :نحصل على (2.4.1)1

 2

0

( 1)( 2) ( 1) 0n

n n

n

n n a n n a x






      

 الشكل:والتي يمكن كتابتها على 

 2 2

1

2 ( 1)( 2) ( 1) 0n

n n

n

a n n a n n a x






     
 

  :المختلفة بالصفر نجد xقوى  ومنه وبمساواة

2

2

0 (2.4.2)

, 1 (2.4.3)
2

n n

a

n
a a n

n






  


 

2لى كون فإنه بالإضافة إ (2.4.3) العلاقة التكراريةو  (2.4.2) باستعمال 0a  نجد: 
2

2 1 1

0

1: ( 1)

2 1

n

n

n

a

n
a a

n





   




 

 :نحصل علىوهكذا 
2 1

0 1

0

( 1)
( )

2 1

n
n

n

y x a a x
n







 


 

0  نحصل على (2.4.1)3و (2.4.1)2 بتدائيينالشرطين الإ باستعمال 0a  1 و 1a   ومنه فإن عبارة الحل
 :هي (2.4.1)لة التفاضلية العام للمسأ

2 1

0

( 1)
( )

2 1

n
n

n

y x x
n










. 



التفاضلية لطلبة المدارس العليا للأساتذة سنة رابعة رياضياتدروس في مقياس المعادلات   
 

23 

 

 حل بعض المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الثانية باستعمال تحويل لابلاس 2.1
 سهلة وفعالة لحل المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الثانية.  تحويل لابلاس هو أداة

المعرف   Fالتابع  fفي مجموعة مناسبة نسمي تحويل لابلاس للدالة fمن أجل كل دالة :2.1.2 تعريف
 :كما يلي

 
0

( ) ( ) (s) ( ) ,sxL f x s F f x e dx s



   

 لضمان تقارب التكامل أعلاه. sو  f مع شروط على كل من

 :ل المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الثانية باستعمال طريقة لابلاس نحتاج المبرهنة التاليةلح

n دالة  بحيث تحويل لابلاس لها ولمشتقاتها حتى الرتبة  f لتكن :2.2.1 مبرهنة *n  معرف وليكن
 ( ) ( ) ( )L f x s F s  كون لدينا الخاصية التاليةتعندئذ: 

         ( ) 1 2 ( 1)( ) ( ) 0 ' 0 ... 0n n n n nL f x s s F s s f s f f        

1nمن أجل    يكون لدينا:                                 '( ) ( ) 0L f x s sF s f  

2nمن أجل   يكون لدينا:                      2''( ) ( ) 0 '(0)L f x s s F s sf f           

 بإستعمال تحويل لابلاس حل المسألة التفاضلية التالية: :2.2.1 مثال

1

2

''( ) 2 '( ) 2 y(x) 0 (2.5.1)
(2.5.1) :

( (0) 1) ( '(0) 1) (2.5.1)

y x y x

y y

  


  
 

 : نضع ( ) ( ) (s)L y x s Y،  بإدخال تحويل لابلاس على كل من طرفي
 :نجد (2.5.1)1

     ''( ) ( ) 2 '( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0 (2.5.2)L y x s L y x s L y x s   

 :على (2.5.2)ومنه بإستعمال عبارة تحويل لابلاس لكل من المشتقة الأولى والثانية نحصل من 

 2 ( ) (0) (0) 2 ( ) (0) 2 (s) 0 (2.5.3)s Y s sy y sY s y Y      

بإستعمال الشروط الإبتدائية 
 :نحصل على (2.5.3)وبتبسيط  (2.5.1)2
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2 2

1 1
(s) (2.5.4)

2 2 ( 1) 1

s s
Y

s s s

 
 

   
 

 :هو (2.5.1)نجد أن الحل العام للمسألة  (2.5.4)بإدخال تحويل لابلاس العكسي على طرفي 

( ) cosxy x e x. 

 بإستعمال تحويل لابلاس حل المسألة التفاضلية التالية: :1.2.1 مثال

1

2

''( ) '( ) 2 y(x) 3cos3 11sin3 (2.5.5)
(2.5.5) :

( (0) 0) ( '(0) 6) (2.5.5)

y x y x x x

y y

   


  
 

لابلاس على كل من طرفي بإدخال تحويل 
 :نجد (2.5.5)1

     ''( ) ( ) '( ) ( ) 2 ( ) ( ) 3 (cos3 )( ) 11 (sin3 )( ) (2.5.6)L y x s L y x s L y x s L x s L x s    

 :على (2.5.6)ومنه بإستعمال عبارة تحويل لابلاس لكل من المشتقة الأولى والثانية نحصل من 

2

2 2

3
( ) (0) (0) ( ) (0) 2 (s) 3 11 (2.5.7)

9 9

s
s Y s sy y sY s y Y

s s
      

 
 

بإستعمال الشروط الإبتدائية 
 :نحصل على (2.5.7)وبتبسيط  (2.5.5)2

2

2 2 2

3(2 7) 1 1 3
(s) (2.5.8)

( 2)( 9) 1 2 9

s s
Y

s s s s s s

 
   

     
 

 :هو (2.5.5)نجد أن الحل العام للمسألة  (2.5.8)بإدخال تحويل لابلاس العكسي على طرفي 
2( ) sin3x xy x e e x  . 
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 تمارين مقترحة على الفصل الثاني 

  :ن الأولتمريال
 :تينالتاليتين التفاضلي تيننعتبر المعادل

1

*

2

( ) : ( ) ( ) 2( 1) ,

2
( ) : ( ) ( ) 0,

xE y x y x x e x

E y x y x x
x

    

   
  

)3 :أن علما .1 )x x x  2 حلا للمعادلة( )E،  1عين الحل العام لكل من( )E  2و( )E. 
 :عين الحل لكل مسألة من المسألتين التفاضليتين التاليتين .3

 

 
1

'' ( ) 2( 1) ,
( ) :

0 1, '(0) 0

xy x y x x e x
P

y y

    


 

و      

 

*

2

2
'' ( ) ,

( ) :

1 1, '(1) 0

y x y x x x
xP

y y


  


  

 

  :ن الثانيتمريال
 :تين التفاضليتين التاليتينالمعادل كلا منحل   ،باستعمال السلاسل الصحيحة .1

2

3

2

4

( ) : ( ) ( ) ( 2) ( ) 0,

( ) : ( 1) ( ) 3 ( ) ( ) 0,

E y x xy x x y x x

E x y x xy x xy x x

     

     
 

 :ةالتالي ةالتفاضلي ةالمسألحل  ،باستعمال السلاسل الصحيحة .3
 

 

2

3

( 1) '' 3 ( ) ( ) 0,
( ) :

0 4, '(0) 6

x y x xy x xy x x
P

y y

     


 

 

  :ن الثالثتمريال
   :التفاضليتين التاليتين المسألتين حل كلا من ،باستعمال تحويل لابلاس

4

0

1 1 2

5 1 1 2

1 1 2

( ) : '( ) 4 y(x) 5 ( ) , (0) 0.

'' ( ) 2 '( ) 2 ( ) 0

( ) : ' ( ) 2 y ( ) ' ( ) 2

(0) 3, '(0) 2, (0) 0.

x

x

x

P y x y t dt e y

y x y x y x

P y x x y x e

y y y
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 ثالثالالفصل 

 الحدية )المسائل ذات النقطتين( المسائل

 محتوى الفصل

 27 مقدمة عامة حول المسائل الحدية أو المسائل ذات النقطتين  3.1

 27 أو المسائل ذات النقطتين دراسة المسائل الحدية  2.1

 28 ووحدانية الحل لبعض أنواع المسائل الحديةوجود  1.1

 12 ستورم ليوفيل :المسائل الحدية من النوع 4.1

 17 تمارين مقترحة على الفصل الثالث
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 و المسائل ذات النقطتينأ حول المسائل الحدية مقدمة عامة 3.1
تطرقنا إلى وجود ووحدانية الحل لمسألة كوشي للمعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الثانية وقد السابق في الفصل 

في حالة المعاملات الثابتة  على طرق حساب حلول المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الثانية إهتمامناتركز 
عادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الثانية . في هذا الفصل سنهتم بدراسة الموكذلك في حالة المعاملات المتغيرة

  .بتدائية كما في الفصل السابقإوليس شروط )أو حدودية( ولكن مع شروط حدية 

 و المسائل ذات النقطتينأ دراسة المسائل الحدية 2.1
ليكن   0 0,f C l.  الشكل:دية من الح ئلمسالل الحلسندرس وجود ووحدانية 

1

1 1 1 2

1 1 1 3

''( ) ( ) '( ) ( ) ( ) ( ) (3.2.1)

(3.2.1) : '(0) (0) (3.2.1)

'( ) ( ) (3.2.1)

y x b x y x c x y x f x

y y c

y l y l d

  

  
   

 

 عداد حقيقية معطاة وأ 1d و 1، 1،1،1،1cحيث   2 0,y C l . 

 ننفرض أ :لة مكافئةعلى شكل مسأ (3.2.1) لةصياغة المسأ -
1 0   و

1 0 . المعادلة  طرفي بضرب

)في  التابع  (3.2.1)1 )A xe   حيث:  
0

( ) ( )

x

A x b s ds  نجد: 
 

 

( ) ( )

1

( ) ( ) ( )

'
( ) ( ) ( )

(3.2.1) ''( ) ( ) '( ) ( ) ( ) ( )

''( ) ( ) '( ) ( ) ( ) ( )

'( ) ( ) ( ) ( )

A x A x

A x A x A x

A x A x A x

e y x b x y x c x y x e f x

y x b x y x e c x e y x e f x

y x e c x e y x e f x

 

  

  

   

   

    

 

)  :بوضع )( ) ( ) A xg x f x e ،  ( )( ) ( ) A xq x c x e و  ( )( ) A xp x e نحصل على فإننا:             

 1(3.2.1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p x y x q x y x g x    

2على  (3.2.1)2بقسمة طرفي المعادلة لدينا كذلك  2

1 1  نجد: 

1 1 1
2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

(3.2.1) '(0) (0)
c

y y
 

  
     

 

1  :بوضع

2 2

1 1


 

 
، 1

2 2

1 1


 

 
1 و 

2 2

1 1

c
c 

 
 :نه يكون لدينافإ 

2(3.2.1) (0) (0)y y c   

 :ولدينا 2 2

0 0 01 0, / ( sin ) ( cos )           ،  الشكل منتصبح  (3.2.1)2إذن:  
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2 0 0(3.2.1) (0)sin (0)cosy y c     

   :لدينا ،بنفس الطريقة

     

1 1 1
3

2 2 22 2 2

1 1 1 1 1 1

( )
(3.2.1) ( ) '( ) ( )

( ) ( ) ( )

p l d
p l y l y l

p l p l p l

 
  

        

 

 :بوضع
 

1

2 2

1 1

( )

( )

p l

p l


 

  

، 
 

1

2 2

1 1( )p l


 

  

و  
 

1

2 2

1 1( )

d
d

p l


  

  :يكون لدينا 

3(3.2.1) ( ) '( ) ( )p l y l y l d   

: ولدينا 2 2 1 0, / ( sin ) ( cos )l l l           ، من الشكل تصبح  (3.2.1)3 إذن: 

3(3.2.1) ( ) '( )sin ( )cosl lp l y l y l d     

 :((3.2.1) لة)المكافئة للمسأ التالية (3.2.2) لةنحصل إذن على المسأ

  1

0 0 2

3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (3.2.2)

(3.2.2): (0)sin (0)cos (3.2.2)

( ) ( )sin ( )cos (3.2.2)l l

p x y x q x y x g x

y y c

p l y l y l d

   


    

     
 

 يجاديعني إ (3.2.1)لةحل المسأ  2 0,y C l بحيث (3.2.2) حلا لـــ ( ) 0p x  على المجال  0,l  و
 0, 0,l   . 

 المسائل الحدية نواعأ وجود ووحدانية الحل لبعض 1.1
  :التالية لمبرهنةمرتبط با (3.2.2)لة للمسأ الحل حدانيةو وجود و إن دراسة 

ليكن  :13.1. مبرهنة  0 0,g C l  0و  وl  مثبتين من 0,  و,c d.  القضيتين التاليتين
 :تينئمتكاف

 وحيدال حلا تقب (3.2.2)لة المسأ .1  2 0,y C l جل كلمن أ   2,c d   و  0 0,g C l. 
0yالتابع  يالتابع المعدوم )أ .2  اليةتال (3.3.1) لةالحل الوحيد للمسأ( هو: 

 

  1

0 0 2

3

( ) ( ) ( ) ( ) 0 (3.3.1)

3.3.1 : (0)sin (0)cos 0 (3.3.1)

( ) ( )sin ( )cos 0 (3.3.1)l l

p x y x q x y x

y y

p l y l y l
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ليكن  :ثباتإ
py  و  (3.2.2)1حلا خاصا للمعادلة غير المتجانسة 1 2,y y  جملة أساسية لحلول المعادلة

 :يكتب من الشكل (3.2.2)1. كل حل للمعادلة (3.3.1)1المتجانسة 
1 1 2 2 1 2, , .py y c y c y c c    

 :. لدينا(3.2.2)3و  (3.2.2)2الشرطين الحديين  yبحيث يحقق  2cو  1cبقي تعيين الثابتين 
   

   

1 0 1 0 1 2 0 2 0 2

0 0 0

1 1 1 2 2 2

(0)sin (0)cos (0)sin (0)cos

(0)sin (0)cos
(3.3.2) :

( ) ( )sin ( ) cos ( ) ( )sin ( ) cos

( ) ( )sin ( ) cos

p

l l l l

p l p l

y y c y y c

c y y c

y l p l y l c y l p l y l c

d p l y l y l d

        


      


       
       

 

 :على الشكل (3.3.2)يمكن كتابة 
0 1 0 2

1 2

(3.3.3) :
l l

K c L c c

K c L c d

 


 
  

 :حيث  
   0 1 0 1 0 0 2 0 2 0

1 1 2 2

(0)sin (0)cos , (0)sin (0)cos

( ) ( )sin ( )cos , ( ) ( )sin ( )cosl l l l l l

K y y L y y

K y l p l y l L y l p l y l

        


        
. 

 :تانمتكافئالعبارتان التاليتان 
جل كل طرف ثان تقبل حلا من أ (3.3.3)الجملة الجبرية الخطية  (أ)  2,c d  . 
 الحل الوحيد للجملة   (ب)

0 1 0 2

1 2

0
(3.3.4) :

0l l

K c L c

K c L c

 


 
 

1هو  2 0c c . 
  وهو المطلوب إثباته. 1.1.1من المبرهنة  (2) و (1)يعني تكافؤ القضيتين  (ب) و (أ)تكافؤ العبارتين 

0y حلا وحيدا هو (3.3.1)لة تعني أنه إذا قبلت المسأ 1.1.1المبرهنة عمليا،  :1.3.1 نتيجة  ل  جفإنه من أ
كل  0 0,g C l  وكل  2,c d  حلا وحيدا. (3.2.2)لة تقبل المسأ 

0yالتابع  ،(3.3.1)لة متى تقبل المسأ سؤال:   ؟11.1. للمبرهنة 2 ي متى يتحقق الشرطأ ؟ لهاحلا وحيدا 
جل كل حتى نقول أنه من أ  0 0,g C l  وكل  2,c d  لة المسأن فإ 3.2.2 .تقبل حلا وحيدا 

 الطاقة. وطريقة تكاملللإجابة على هذا السؤال نعتمد على طريقتين هما طريقة الذروة 
   الذروةمبدأ ستعمال بإ الحل وحدانية 3.1.1

    التالية:لدينا المبرهنة 
إذا كان  :12.1. مبرهنة  0q x  جل كل من أ 0,x l 0 و 0l     حلا تقبل  (3.3.1)لة لمسأافإن

0y وحيدا هو . 
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0كان   إذا :إثبات 0l    لة فإن المسأ 3.3.1 لة التاليةتكافئ المسأ: 

 

 
'

1

2

3

( ) '( ) ( ) ( ) 0 (3.3.5)

3.3.5 : (0) 0 (3.3.5)

( ) 0 (3.3.5)

p x y x q x y x

y

y l

  



 


 

0yن أنفرض بالخلف    لة ليس حلا للمسأ 3.3.5. نميز إذن حالتين: 
0yن تفرض أ :الحالة الأولى  جل كل من أ 0,x l الذروة .M  للحلy  على المجال 0, l  موجبة

 من c تماما ويدركها عند نقطة 0,l إذن '( ) 0y c  و ''( ) 0y c  وبالتالي: 
     

0 0 0

( ) ''( ) '( ) '( ) ( ) ( ) 0p c y c p c y c q c y c
  

     
0yذن إ .وهذا تناقض . 

0y افترضناإذا  الحالة الثانية:  0إذن  .ستدلال مماثل للحالة الأولى نصل إلى تناقضفبإy  نفإ وبالتالي 
0y   لة أفإن المس 11.1. المبرهنة باستعمالو 3.2.2 .تقبل حلا وحيدا 

 تكامل الطاقةمبدأ ستعمال إب الحل وحدانية 2.1.1
 التالية:لدينا المبرهنة  

 ننفرض أ :11.1. مبرهنة  0q x  جل كلمن أ  0,x l 00 و
2


    و 

2
l


   ،   عندئذ

 لةالمسأ 3.3.1 0 تقبل حلا وحيداy  في الحالتين التاليتين: 
 يوجد  (1) 0,c l بحيث   0q c .  
(2)  0 0l   0 :نأي أ 0    0أوl . 

   التالية:نعتبر المعادلة  :إثبات
      ( ) 0 (3.3.6)p x y x q x y x   

)في  (3.3.6) طرفي المعادلةضرب ب )y x نجد: 
        2( ) 0 (3.3.7)p x y x y x q x y x   

بمكاملة طرفي المعادلة  3.3.7  على المجال 0, l نجد: 

        2

0 0

0

l l

I p x y y x dx q x y x dx     

ستعمال التكامل بالتجزئة على المجال بإ 0, l نجد: 

           
2

0
0 0

( ) (x)

l l
l

p x y y x dx p x y x y x p x y dx         

  :الذي يسمى تكامل الطاقة على الشكل التالي  Iيمكن كتابة المقدارومنه 

      
2 2

0
0 0

(x) ( ) ( ) ( ) 0

l l
l

I p x y dx q x y x dx p x y x y x        
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 : بوضع      
2 2

0 0

(x)

l l

J p x y dx q x y x dx   و    
0

( )
l

K p x y x y x    0 نفإI J K   .

جل كل واضح أنه من أ 0,x l 0ن فإJ  .جل كللنبرهن أنه من أ  0,x l، 0 :لديناK . جل من أ
  :نميز الحالات التالية ذلك 

0 ذا كانإ (أ) 0  فإن  0 0y  و ( ) ( ) ( ) (0) (0) (0) ( ) ( ) ( )K y l y l p l y y p y l y l p l    .  لكن
cos : لدينا

( ) ( ) ( )
sin

l

l

y l p l y l


 


2  نفإ ومنه  1
( ) ( ) ( ) ( ) 0

tan l

K y l y l p l y l  


.  

0 كان   إذا  (ب)
2


  (0)ن فإ 0y     2ونجد 1

( ) ( ) ( ) ( ) 0
tan l

K y l y l p l y l  


. 

00 كان   إذا  (ت)
2


   لدينانه يكون فإ:  

2 2

0

1 1
( ) ( ) ( ) (0) (0) (0) ( ) (0) (0) 0

tan tanl

K y l y l p l y y p y l p y     
 

. 

كل  جلبرهنا إذن أنه من أ 0,x l 0ن فإK   0منه و ( ) 0I J K J       0إذنJ  ولدينا: 

      

      

2 2

0 0

2 2

0 0

0 (x) 0

(x) 0 0

l l

l l

J p x y dx q x y x dx

p x y dx q x y x dx

   

   
      

   

 

  
 كذلك  

     
2 2

0

(x) 0 ( ) 0

( ) 0, 0

( ) ,

l

p x y dx p x y x

y x p

y x k k

   

  

  



 

ومنه نحصل على التكافؤ التالي:                 2 2

0 0

0 0

l l

q x y x dx k q x dx    . 

. :يكون لدينا 33.3. المبرهنةحالتي  نه في كل حالة مننبين أل 0y  
 دوجي  11.1. ولى من المبرهنةفي الحالة الأ (1) 0,c l،  بحيث  0q c  نميز الحالتين ومنه: 

  إذا كان( ) 0q x  جل كل من أ  0,x l نفإ  
0

0

l

q x dx    و 2

0

0 0

l

k q x dx k  . 

  إذا كان( ) 0q x  جل كلمن أ  0,x l ومنه  ،1 الفرض في الحالة مع فإننا نحصل على تناقض
  :لدينا يكون

   2

0

0 0 0

l

q x y x dx k y     

0ذا كان إ 1.1.1 المبرهنةفي الحالة الثانية من  (2) 0  0 وأl  (0)ن فإ 0y k  وأ ( ) 0y l k  
0y :يكون لديناومنه   . 
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 تورم ليوفيلس :المسائل الحدية من النوع 4.1
هو دراسة  تورم ليوفيلسلة الهدف من مسأ ، لة ذات نقطتين تتعلق بوسيطهي مسألة ستورم ليوفيل مسأ

 تابعان مستمران على q و pن لنفرض أ )القيم الذاتية والتوابع الذاتية(، لهاالعناصر الذاتية  0, l  و
( ) 0p x  على  0,l و  0, 0,l   . التالي: الشكلعلى  رفةلة المعتورم ليوفيل هي المسأسلة مسأ 

 
'

1

0 0 2

3

( ) '( ) ( ) ( ) (x) (3.4.1)

(3.4.1) : '(0)sin (0)cos 0 (3.4.1)

( ) '( ) sin ( ) cos 0 (3.4.1)l l

p x y x q x y x y

y y

p l y l y l

   


   
    


 

0yأي   ) تقبل حلا غير تافه (3.4.1) لةالتي تجعل المسأ  الحقيقية للوسيط قيمالالهدف هو البحث عن  .) 

0yإذا وجد تابع  (3.4.1)لة يمة ذاتية للمسأنه قأ نقول عن  :13.4. تعريف  (3.4.1)لة حلا للمسأ .
 .التابع الذاتي المرفق للقيمة الذاتية  yيسمى

  التالية:لة أحسب العناصر الذاتية للمسأ :3.4.1 مثال

1

2

( ) (x) 0 (3.4.2)
(3.4.2)

(0) ( ) 0 (3.4.2)

y x y

y y

   


  

 
 التالية:نميز الحالات ذن إ ،حقيقي ن العددبما أ :حل

2 يأ) تماما سالب  جلمن أ :1 الحالة    مع*) ،من الشكل يكون (3.4.2)1ـ الحل العام ل: 

1 2 1 2( ) exp( ) exp(- ), ,y x c x c x c c     
1 نحصل على (3.4.2)2ستعمال الشروط الحدية بإو  2 0c c ، 0ن ومنه فإy ، 2 ذنإ    ليست قيمة

  .(3.4.2) لةذاتية للمسأ

0 جلأ من :2 الحالة  0، نجد كذلكy  ،0 ومنه  (3.4.2) لةليست قيمة ذاتية للمسأ . 

2 يأ)موجب تماما   جلمن أ :1 الحالة   مع*) ،من الشكل يكون (3.4.2)1ــ الحل العام ل: 

1 2 1 2( ) cos( ) sin( ), ,y x c x c x c c     
 :يكون لدينا ،(3.4.2)2ستعمال الشروط الحدية بإو 

(0) 0 0

( ) 0 sin( ) 0

y A

y B

  

    
 



للأساتذة سنة رابعة رياضياتدروس في مقياس المعادلات التفاضلية لطلبة المدارس العليا   
 

33 

 

0جل من أ  0ن نجد أy  جل ومن أ* 1خذ يمكننا أB ، فيكون لدينا: ( ) sin( )y x x . ذنإ 
2 هي (3.4.2) لةالقيم الذاتية للمسأ  والتوابع الذاتية المرفقة هي ( ) sin( )y x x  مع *. 

 التاليتين:لتين أحسب العناصر الذاتية للمسأ :تطبيقي تمرين

1

2

3

( ) (x) 0 (3.4.3)

(3.4.3) : 2 (0) ( ) 0 (3.4.3)

2 (0) ( ) 0 (3.4.3)

y x y

y y

y y

   


  
    

   و    
1

2

3

( ) (x) 0 (3.4.4)

(3.4.4) : (0) (2 ) 0 (3.4.4)

(0) (2 ) 0 (3.4.4)

y x y

y y

y y

   


  
    

 

  :(3.4.3) تعيين العناصر الذاتية للمسألةحل. 

  :التالية ةالحالات الثلاثنميز  ،من أجل تعيين العناصر الذاتية

0 حالة :  0 جلأمن لدينا ، يكون: 
1 1 2 1 2(3.4.3) ( ) 0 ( ) , ,y x y x c x c c c      

2بإستعمال الشروط الحدودية  3((3.4.3) (3.4.3) )، نحصل على: 
1 2

1 2

1 2

02 (0) ( ) 0
0 0

2 (0) ( ) 0 (2 ) 0

c cy y
c c y

y y c c

     
      

        
 

0إذن  ، (3.4.3).ليست قيمة ذاتية للمسألة 
0 حالة : 2 نضع   مع *، يكون لديناف: 

2

1 1 2 1 2(3.4.3) ( ) ( ) 0 ( ) , ,x xy x y x y x c e c e c c        
2بإستعمال الشروط الحدودية  3((3.4.3) (3.4.3) )، نحصل على: 

1 2

1 2

(2 ) (2 ) 02 (0) ( ) 0

2 '(0) ( ) 0 (2 ) ( 2 ) 0

e c e cy y

y y e c e c

 

 

       
 

         
 

 :لدينا
2 2

( ) 8 (2 2 )( )
2 2

e e
e e

e e

 

 

 

 
        

  
 

 :نميز إذن الحالتين التاليتين

  قيم  حيث( ) 0  ، لأنه إذا كان  (3.4.3) ليست قيما ذاتية للمسألة( ) 0    لدينا يكونفإنه :  
1 2 0c c  0 وبالتاليy . 

  قيم  حيث( ) 0  ، والتوابع الذاتية المرفقة هي (3.4.3) هي قيم ذاتية للمسألة: 
*

2 2

2
( ) ,

2

x xe
y x c e e c

e

 
  

  

 
   

  
. 
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0 حالة : 2 نضع    مع * ،يكون لديناف: 
2

1 1 2 1 2(3.4.3) ( ) ( ) 0 ( ) cos( ) sin( ), ,y x y x y x c x c x c c         
2بإستعمال الشروط الحدودية  3((3.4.3) (3.4.3) )، نحصل على: 

1 2

1 2

(2 cos( )) sin( ) 02 (0) ( ) 0

2 (0) ( ) 0 cos( ) (2 sin( )) 0

c cy y

y y c c

       
 

         
 

 :لدينا
2 cos( ) sin( )

( ) 4 2sin( ) 2 cos( )
cos( ) 2 sin( )

( ) 0 0

   
        

  

    

 

)فان  *ن  بما أ ) 0  ، 1ن ومنه فإ 2 0c c  0 وبالتاليy ذن قيم . إ 0 حيث   قيما ليست
 .(3.4.3) لةذاتية للمسأ

مستمران على مجال  gو  fنقول عن تابعين :2.4.3 تعريف ,a b ما متعامدان على أنه ,a b ا كانإذا:  
, ( ) ( ) 0

b

a

f g f x g x dx  . 

 :تمرين تطبيقي
) :ن التوابعبين أ ) sin( )n nx x A nx  (*n  وnA )،  متعامدة مثنى مثنى على المجال 0,I  . 

m,* من أجل كلحل.  n  بحيثm n ، العلاقة التاليةنبين: 

0

( ) ( ) 0m nx x dx



        أي
0

sin( ) sin( ) 0m nA mx A nx dx



  

m,* جل كلأنه من أنعلم  n  و 0,x ، فإن: 

 
1

sin( )sin( ) cos( ) cos( )
2

mx nx m n x n m x    

m,*جل كل ومنه فإنه من أ n  بحيثm n، يكون لدينا: 

 
0 0

0

1
sin( ) sin( ) cos( ) cos( )

2

1
sin( )

1
0

12
sin( )

m n m n

x

m n

x

A mx A nx dx A A m n x m n x dx

m n x
m n

A A

m n x
m n

 





   

 
 

  
  
  

 

 

)  :ن التوابعأي أ ) sin( )n nx x A nx  حيث *n،  متعامدة مثنى مثنى على المجال 0,I  . 
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 التالية: وفيللي ستورمنعتبر معادلة   :3.4.1 رهنةمب
 ( ) ( ) ( ) ( ) (x) (3.4.5)p x y x q x y x y    

تابعان مستمران على  q و p مع ,a b جل كل ومن أ ,x a b لدينا: ( ) 0p x  لشروط بالإضافة ل
 :الحدية

( ) ( ) 0 (3.4.6)

( ) ( ) 0 (3.4.7)

y a y a

y b y b

  


  
 

(3.4.5))لة لمسأذاتية لعندئذ كل القيم ال (3.4.7)) للقيم الذاتية المختلفة حقيقية والتوابع الذاتية المرفقة 
 متعامدة مثنى مثنى.

(3.4.5)) لةللمسأ ن القيم الذاتيةلنبرهن أولا أ :إثبات (3.4.7)) ن القيم الذاتية عقدية بالخلف أ فرضن ،حقيقية
i :أي تكتب من الشكل     وليكنy u iv   مع لها  توابعا ذاتية مرفقة، ، u وv  ثوابت

0ن ولنبرهن أ حقيقية .  للتبسيط نأخذ( 1)p q ،  بتعويضفيكون لدينا y (3.4.5) في المعادلة: 

( ) ( 1 )( ) (3.4.8)u iv i u iv       

)في  (3.4.8)بضرب طرفي  )u iv وفصل الجزئين الحقيقي والتخيلي نجد: 
2 2

2 2

( ) ( 1)( ) (3.4.9)

( ) (3.4.10)

uu vv u v

vu uv u v

      


    

 

 :نجد (3.4.10) ستعمالبإ
2 2(3.4.10) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( ))

b b

a a

u x v x dx v x u x u x v x dx      

 :نجد (3.4.7)و  (3.4.6)الشرطين الحديين  وباستعمالطرف الأيمن من المساواة أعلاه بمكاملة ال

 2 2( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

b
b

a

a

u x v x dx v x u x u x v x      

yن وبما أ  جل كل فإنه من أ تابعا ذاتياx من  ,a b، 2  :لدينا 2( ) ( ) 0u x v x  وبالتالي:  
2 2( ( ) ( )) 0 0

b

a

u x v x dx     

(3.4.5))لة لقيم الذاتية للمسأن اأي أ (3.4.7)) حقيقية. هي قيم 
بالقيمتين الذاتيتين  تابعان  ذاتيان مرفقان nyو  myليكن اتية المرفقة متعامدة مثنى مثنى، ن التوابع الذلنبرهن أ

m  وn إذن ،على الترتيب: 
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) (x) (3.4.11)

( ) ( ) ( ) ( ) (x) (3.4.12)

m m m m

n n n n

p x y x q x y x y

p x y x q x y x y

   

   

 

 :وبالجمع نجد myفي  (3.4.12) و nyفي  (3.4.11)بضرب 
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     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n m m n m n m np x y x y x p x y x y x y x y x      
 :نحصل على bالى  aبالمكاملة من 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (x) y ( ) (3.4.13)

b
b

m n m n m n m na
a

p x y x y x y x y x y x dx        

  :الشروطنهما يحققان فإعلى الترتيب،  nو  mتابعان  ذاتيان مرفقان  بالقيمتين الذاتيتين  nyو  myن بما أ
( ) ( ) 0 (3.4.14) ( ) ( ) 0 (3.4.16)

( ) ( ) 0 (3.4.15) ( ) ( ) 0 (3.4.17)

m m n n

m m n n

y a y a y a y a

y b y b y b y b

       
 

         
 

(3.4.14))ستعمال الشروط الحدية أعلاه بإ (3.4.17))  ة التاليةايمكن التحقق بسهولة من المساو: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
b

m n m n a
p x y x y x y x y x     

  :نجد (3.4.13)ستعمال بإومنه   ( ) ( ) 0

b

m n m n

a

y x y x dx  ،  جل كلأ نه منأوبما m n لدينا: 

m n   نفإ:   ( ) ( ) 0

b

m n

a

y x y x dx  المطلوب. هو التوابع الذاتية متعامدة مثنى مثنى و و 

 ستيعابها. لذا سنقبل بها هنا دون برهان.تتطلب جهدا كبيرا لإ ثبات المبرهنة التالية، يتم على عدة مراحل،إن إ

ليوفيل متتالية من القيم الذاتية  ستورملة تقبل مسأ :12.4. مبرهنة k  1,2مع,...k  حيث: 

(1) 1 2 3 ...                       (2)و  lim k  . 
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 لثتمارين مقترحة على الفصل الثا

  :ن الأولتمريال
على المجال  0,، التالية لةأنعتبر المس:  

  *

1

''( ) y(x) 0

: (0) 0 ,

( ) '( ) 0

y x

P y k

y ky

  


 
    

 

)1قيمة ذاتية للمسألة  nبرهن أنه إذا كانت  .1 )P فإن التوابع الذاتية المرفقة لها هي: 
( ) sinn n nx y x A x  

0بين أن  .2   1ليست قيمة ذاتية للمسألة( )P،  درس الحالة أk  . 
  :ن الثانيتمريال

على المجال  0,2، التالية لةأنعتبر المس:   

2

''( ) y(x) 0

( ) : (0) y(2 ) 0

'(0) '(2 ) 0

y x

P y

y y

  


  
   

 

)2 لةألمسو عقدية لأقيم ذاتية سالبة  برهن عدم وجود .1 )P . 
 متعامدة مثنى مثنى.   للقيم الذاتية ن التوابع الذاتية المرفقةأبرهن  .2
sinن أبرهن  .1 cosn nx A nx B nx 2 الذاتية القيمبـة مرفق ةبع ذاتيوات يهn . 
  :ن الثالثتمريال

المجال على  0,1،  التالية لةالمسأنعتبر: 

3

''( ) 2 '( ) y(x) 0
( ) :

'(0) (1) 0

y x y x
P

y y

  


 
 

1أن برهن  .1  3يمة ذاتية للمسألة ليست ق( )P. 
1برهن عدم وجود قيم ذاتية  .2   3للمسألة( )P. 
2أثبت أن التوابع الذاتية المرفقة بالقيم الذاتية  .1 1n n   هي: 

 ( ) sin( ) cosx

n n n nx y x e x x      
sin   :التالية المثلثية حلا للمعادلة nمع  cos 0z z z . 
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 رابعالالفصل 

 الجزئيةذات المشتقات المعادلات التفاضلية 

 محتوى الفصل

 93 مقدمة عامة حول المعادلات التفاضلية ذات المشتقات الجزئية  4.1

 14 طريقة فصل المتغيرات لحل المعادلات التفاضلية الجزئية 4.1

 54 طريقة تحويل لابلاس لحل المعادلات التفاضلية الجزئية  9.1

 59 الحل لبعض المعادلات التفاضلية الجزئيةوإستقرار دراسة وحدانية   1.1

 57 تمارين مقترحة على الفصل الرابع
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 مقدمة عامة حول المعادلات التفاضلية ذات المشتقات الجزئية 4.1

 باستعماللثانية وإيجاد حلول البعض منها المعادلات التفاضلية الجزئية من الرتبة اهذا الفصل سوف نهتم بتقديم في 
 .تحويل لابلاسطريقة طريقة فصل المتغيرات و كلا من 

:لتكن  :اتترميز  - nu  1و  دالة متعددة المتغيرات ,i j n لــ الجزئية  . سنرمز للمشتقاتu ــ  بالنسبة ل

ix بالرمز
i

u

x




و أ 

ix
u المختلطة بالنسبة لـ  شتقاهاوبالمثل نرمز لمix  وjx  بالرمز

2

i j

u

x x



 
و أ 

i jx xu  وفي حالة

  نرمز بــ jو  iتساوي 
2

2

i

u

x




و أ 

i ix xu.  

 لمعادلات التفاضلية الجزئية الخطية من الرتبة الثانيةساسية للأنماط الأا 4.4.1

والمجهول التابع  yو  xنسمي معادلة تفاضلية جزئية خطية من الرتبة الثانية بالمتغيرين المستقلين  :14.4. تعريف 
u  كل معادلة تكتب من الشكل: 

xx xy yy x yAu Bu Cu Du Eu Fu G      

 .yو  xدوال بدلالة المتغيرين المستقلين  Gو A، B، C، D، E، Fحيث 

2 :تنقسم المعادلات التفاضلية الجزئية الخطية من الرتبة الثانية حسب إشارة المقدار 4B AC   لى ثلاث أنماط إ
 :أساسية هي على النحو التالي

0ذا كان إ :المعادلات الناقصية .1 ، المعرف بــــ 2 في البعد بلاسلاعتبر مؤثر وي: 
2 2

2 2

u u
u

x y

 
  

 
بسط أ 

 المؤثرات الناقصية.
0ذا كان إ :المعادلات المكافئة .2 ، المعرف بــــ 2 عتبر مؤثر الحرارة في البعدوي: 

2

2

u u
Lu

t x

 
 
 

بسط أ 
 المؤثرات المكافئة.

0ذا كان إ :المعادلات الزائدية .3 ، المعرف بــــ 2 مؤثر الموجة في البعد ويعتبر: 
2 2

2 2

u u
u

t x

 
 
 

بسط أ 
 المؤثرات الزائدية.

 بتدائية والشروط الحدية الشروط الإ 4.4.1

 :المعرفة بــ 2معادلة لابلاس في البعد لنعتبر 
2 2

2 2
0

u u
u

x y

 
   

 
  :نذكر مثلا ،هذه المعادلة. من بين حلول 
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2 2

2 2

( , ) , ( , ) , ( , ) ( )cos( )

( , ) arctan , ( , ) ln

u x y cxy u x y c x y u x y csh x y

y
u x y u x y c x y

x

   

 
   

 

 

تفاضلية جزئية يتضمن عددا معينا من الثوابت غير المحددة ن الحل العام لأي معادلة قيقي. إوسيط ح cحيث 
معرفة بعض الشروط  فيها ولتحديد هذه الثوابت نحتاج إلىوذلك حسب رتبة المعادلة وعدد المتغيرات المستقلة 

 بتدائية على الحل العام لهذه المعادلة التفاضلية الجزئية. الحدية أو الإ

نتشار الحرارة في . ينمذج إlنتشار الحرارة في قضيب معدني موصل للحرارة طوله مسألة إ على سبيل المثاللنعتبر 
   :لجزئية التاليةالقضيب المعدني بالمعادلة التفاضلية ا هذا

2

2
, 0 , 0 (4.1.1)

u u
x l t

t x

 
   

 
 

0tبتدائية )أي في اللحظة الحرارة الإدرجة ن بالإضافة إلى ذلك نفترض أ ي( في القضيب المعدني ه ( )f x 
 :بتدائي التاليأي نفرض الشرط الإ

( ,0) ( ), 0 (4.1.2)u x f x x l   

أي نفرض الشرطين الحديين  ،مثلا 0الحرارة عند طرفي القضيب المعدني مثبتة وتساوي درجة ن نفترض كذلك أ
  :التاليين

(0, ) ( , ) 0, 0 (4.1.3)u t u l t t   
 :نتشار الحرارة التاليةنحصل على مسألة إ (4.1.3)و  (4.1.2)، (4.1.1)من المعادلات 

2

12

2

3

4

, 0 , 0 (4.1.4)

( ,0) ( ) , 0 (4.1.4)(4.1.4) :

(0, ) 0, 0 (4.1.4)

( , ) 0, 0 (4.1.4)

u u
x l t

t x

u x f x x l

u t t

u l t t

 
   

 


  
  


 

 

 طريقة فصل المتغيرات لحل المعادلات التفاضلية الجزئية 4.1

 المبدأ العام للطريقة 4.4.1

نه لدينا معادلة لنفترض أ .متغيرات المجهول ببعضها التي نقوم خلالها بفصل تعلق طريقة فصل المتغيرات هي الطريقة
 :من الشكل uولنبحث عن  uتفاضلية جزئية مجهولها 
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( , ) ( ) ( )u x t X x T t 
السبب في  لة هيعادلة الحرارة وقد كانت هذه المسأفي حله لم (1131-1671)لى فوريه فكرة فصل المتغيرات تعود إ

 .فصل المتغيرات كذلك بطريقة فوريهفوريه وتسمى طريقة  سلاسلتطوير نظرية 

 :تذكير بسلاسل فوريه -

قابلة للمكاملة على مجال  fن دالة لنفترض أ ,l l 2 ودورية ذات دورl .:السلسلة 

0

1

cos sin (4.2.1)
2

n n

n

a n x n x
a b

l l

 



   
    

   
 

 :حيث fللدالة  سلسلة فوريهتسمى 

1
( )cos

l

n

l

n x
a f x dx

l l





 
  

 
  1و

( )sin

l

n

l

n x
b f x dx

l l





 
  

 
. 

f و fإذا كانت الدالتين  :14.4. مبرهنة   مستمرتين بالقطعة على المجال ,l l  حيثf دورية ذات دور 
2l تتقارب نحو  (4.2.1)ن سلسلة فوريه فإ( )f x  في كل نقطةx تكون f نأي أ ،مستمرة عندها: 

0

1

( ) cos sin
2

n n

n

a n x n x
f x a b

l l

 



   
     

   
. 

 فصل المتغيراتستعمال طريقة بإ لحدية للحرارةا - بتدائيةالقيم الإلة حل مسأ  4.4.1

 :لدينا المبرهنة التالية 

 على ستمرةدالة م fذا كانتإ: 14.4. مبرهنة 0,L وكانت 'f على  ةبالقطعستمرة دالة م 0,L حيث: 
(0) ( ) 0f f L  التالية:الحدية  - بتدائيةإن حل مسألة القيم الإف 

2

1

2

3

( , ) ( , ) , (0 ) ( 0) (4.2.2)

(4.2.2) ( ,0) ( ) , 0 (4.2.2)

(0, ) ( , ) 0, 0 (4.2.2)

t xxu x t c u x t x L t

u x f x x L

u t u L t t

     


  
   

 

0tجل كل من أ يحدد  0 و x L ، التالية العلاقةب: 

 
2( )

1

( , ) sin
n c

t
L

n

n

n x
u x t C e

L


 



 
  

 
  :حيث   

0

2
( )sin

L

n

n t
C f t dt

L L

 
  

 
. 
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قة فوريه( ومن المحتمل أن تكون أكثر الطرق شيوعا للحل، قبل أن نبدأ يو طر أالمتغيرات )نطبق طريقة فصل : ثباتإ
لدينا ذراع طولها منته ودرجة حرارها في نهايتيها مثبتة عند الصفر ودرجة الحرارة ، بفصل المتغيرات لنتأمل مسألتنا هذه

) :بتدائيةالإ ,0) ( )u x f x 

 
 التالية:على الصورة  -ن وجدإ- uيجاد الحل هدفنا من المسألة إ

( , ) ( ) ( ) 0u x t X x T t  
 على:نحصل  t و xلكل من بالنسبة  u شتقاق الجزئي لـبالإ .tبدلالة  Tو xدالة بدلالة  Xنأ حيث

( , ) ( ) ( )tu x t X x T t           و( , ) ( ) ( )xxu x t X x T t 
و بالتعويض في المعادلة التفاضلية الجزئية 

 على:نحصل  (4.2.2)1
2( ) ( ) ( ) ( )X x T t c X x T t  

)بالقسمة على و  ) ( )X x T t  على:نحصل 
2( ) ( )

T X
t c x

T X

 
 

 عندئذ ،و ليكن  علاه يجب أن يساوي مقدارا ثابتا،أ من طرفي المعادلة ن كلاقلان فإمتغيران مست x و tن أبما 
 يكون لدينا:

2( ) ( )
T X

t c x
T X


 

  
 التاليتين:على المعادلتين التفاضليتين العاديتين  ذنإ فصل المتغيرات. نحصل يسمى ثابت الثابت 

2

'( ) ( ) 0

(4.2.3)
''( ) ( ) 0

T t T t

X x X x
c





 



 


 

الشروط الحدية تعويض كذلك ب
) :العبارةفي  (4.2.2)3 , ) ( ) ( )u x t X x T t، :نحصل على 

(0, ) (0) ( ) 0
(4.2.4)

( , ) ( ) ( ) 0

u t X T t

u L t X L T t

 


 
 

نتشارالإ لةأمخطط مس  
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(0)  :نفإ ومنه ( ) 0X X L ، نوإلا فإ: ( ) 0T t  0 كل جلمن أt   0لى هذا يؤدي إوu   هذا تناقضو.  

 :م ليوفيل التاليةستور لة نحصل على مسأ (4.2.4) و (4.2.3)من 

12

2

( ) 0, 0 (4.2.5)
(4.2.5)

(0) ( ) 0 (4.2.5)

X X x x L
c

X X L


    


  

 

غير صفرية  حلولاتقبل  (4.2.5)لة التي تجعل المسأ )تسمى القيم الذاتية ( يجاد القيم وهي مسألة هدف إلى إ
  التالية:الثلاثة نميز الحالات   حسب قيم الوسيط الحقيقي .)تسمى الدوال الذاتية(

0 ذا كانإ :1 الحالة  نفإ x
ce


  وx
ce


 ةلمعادلين لحل 
 :يكون على الشكلوبالتالي فالحل العام لها  (4.2.5)1

( )
x x

c cX x Ae Be
 



  

0A :نجد (4.2.5)2 الشروط الحديةبتطبيق و  B  أي أن: ( ) 0X x  جل كلمن أ x  من 0, L وهذا   
 .(4.2.5) لةصفري للمسأ لى حلمرفوض لأنه يؤدي إ

0كان إذا   :2 الحالة  2هو:  (4.2.5)1ن الحل العام للمعادلة فإ 2( )X x A x B  وبتطبيق الشروط الحدية 
2 :نجد (4.2.5)2 2 0A B  وبالتالي: ( ) 0X x  جل كل من أx من  0, L  لأنه  مرفوض كذلك وهذا

 .(4.2.5) لةيؤدي إلى حل صفري للمسأ

0ذا كان إ :3 الحالة .  2نضع    من الشكل (4.2.5)1 الحل العام للمعادلةفيكون:  

( ) sin cos , 0X x A x B x
c c

 
 

   
      

   
 

وبتطبيق الشروط الحدية 
0Bنجد:  (4.2.5)2 ، *A  وn c

L


   حيث*n ، القيم الذاتية ن فإومنه

هي : (4.2.5)لة للمسأ
2

*,n

n c
n

L




 
   

 
 والدوال الذاتية المرفقة  هي: 

( ) sin , (4.2.6)n

n
X x x n

L

 
  

 
 

0nT :التاليةلمعادلة التفاضلية ال نح n جل كل قيمة لــمن أ T . :لدينا 

0n n

T
T T

T
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 :علاهلول التالية للمعادلة التفاضلية أن الحذإ نجد

   

2

( ) , 0n

n c

t l

nT t e ke t k t





 
 
      

الدالة  ،n*جل كل وبالتالي فإنه من أ
nu المعرفة بالشكل: 

2

( , ) ( ) ( ) sin

n c
t

L

n n n

n
u x t X x T t e x

L




 
 
   

   
 

 

حل للمعادلة التفاضلية الجزئية 
قق الشروط الحدية وتح (4.2.2)1

 :نفإ منهو  (4.2.2)3
2

1

( , ) sin( )

n c
t

L

n

n

n
u x t C e x

L




   
 



 

حل للمعادلة التفاضلية الجزئية 
وتحقق الشروط الحدية  (4.2.2)1

3(4.2.2).  

بتدائي ن نطبق الشرط الإالآ
) أي الشرط (4.2.2)2 ,0) ( )u x f x  0مع x L ، نجدف: 

1

( ) sin( ) , 0n

n

n
f x C x x L

L





   
  :تحسب من العلاقة nCوالمعاملات  fعلاه هي سلسلة فوريه للدالة أالسلسلة 

0

2
( )sin( )

L

n

n
C f x x dx

L L


  

 :تاليةالسألة المحل لن .طريقة فصل المتغيرات باستعمال :4.4.1 مثال
2

12

2

3

, (0 1) ( 0) (4.2.7)

(4.2.7) (0, ) 0, 0 (4.2.7)

(1, ) (1, ) 0, 0 (4.2.7)

u u
x t

t x

u t t

u
u t t t

x

 
    

 


 
 
   
 

 

) :نضع , ) ( ) ( )u x t X x T t في ضفيكون لدينا بالتعوي 
1(4.2.7): ( , ) ( ) '( )tu x t X x T t و '' '

( ) ( )
X T

x t
X T

  

X''ن أ وبما 

X
T'و  

T 
'' نه يكون لدينا:فإمختلفين وهما متساويان  ينتابعين لمتغير  '

( ) ( )
X T

x t
X T

    نحصل و
 عندئذ على المعادلتين التفاضليتين التاليتين:

''( ) ( ) 0

'( ) ( ) 0

X x X x

T t T t
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,0) :نجد من الشروط الحدية ) (0) ( ) 0u t X T t  1) و, ) (1, ) (1) ( ) '(1) ( ) 0
u

u t t X T t X T t
x


   


 

0Tن بما أو   (0) :صل علىنا نحفإن (1) '(1) 0X X X  ، :وتصبح لدينا الجملة التالية 

1

2

''( ) ( ) 0 (4.2.8)
(4.2.8)

(0) (1) '(1) 0 (4.2.8)

X x X x

X X X

 


  
 

تقبل حلا  (4.2.8)لة بحيث المسأ  ي قيم الوسيط الحقيقيأ، نبدأ أولا بحساب القيم الذاتية Xلحساب الحل 
  :ذن الحالات التاليةغير معدوم. نميز إ

0جل يمكن أن نتحقق أنه من أ :1 الحالة  0ن فإX ، 0ن ومنه فإ  لة ليست قيمة ذاتية للمسأ
.(4.2.8) 

0جل يمكن كذلك أن نتحقق أنه من أ :2 الحالة  0ن فإX ، ن قيم ومنه فإ  0حيث   قيما ليست
 (4.2.8).لة ذاتية للمسأ

0جل من أ :3 الحالة . نضع: l   0، مع من الشكل (4.2.8)1 ، فيكون الحل العام للمعادلة:  

1 2 1 2( ) cos sin / ,X x c x c x c c    

 نحصل على: (4.2.8)2ستعمال الشروط الحدية بإ

1

2

0

(sin cos ) 0

c

c   




 
 

*بأخذ 

2c  ن فإ ن تحققيجب أ:  sin cos 0    ي تحققأ: tan  . ذن إ  قيمة ذاتية من
tan :التي تحقق المعادلة المثلثية التالية قيم  جلأ x x  رفقة لها هي : والقيم الذاتية الم( ) sinnX x x. 

)  :لدينا .nT ل المعادلة التفاضلية ذات المجهولحلى مر الآن إلن ) ( ) 0n nT t T t  ن ومنه فإ
'

( )n

n

T
t

T
 ، 

) بالمكاملة نجد: ) t

n nT t c e ،  يحسب من العلاقتين التاليتين (4.2.7)لة حل المسأومنه:   

( , ) ( ) ( ) sint

n n n nu x t X x T t c e x    و 
1

( , ) sin t

n

n

u x t c xe 






. 

صل المتغيراتطريقة ف باستعماللموجة لحدية لا –بتدائية القيم الإلة سأحل م  3.2.4 

  :لدينا المبرهنة التالية
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f و تينستمر م التيند g و f اذا كانتإ: 19.4. مبرهنة   وg على المجال  بالقطعة تينمستمر  التيند 0,a ن فإ
 :المسألة التالية

 
2

1

2

3

, (0 ) ( 0) (4.2.9)

(4.2.9) ( ,0) ( ) , ( ,0) ( ) , 0 (4.2.9)

(0, ) 0, ( , ) 0, 0 (4.2.9)

tt xx

t

u c u x a t

u x f x u x g x x a

u t u a t t

     


   
   

 

 :من العلاقة التالية قابلة للحل وحلها يحسب 

1

( , ) cos( ) sin( sin( ) (4.2.10)n n

n

n c n c n c
u x t A t B t x

a a a

  



 
  

 
 

 يث:بح

0

( )sin( ) , 1 (4.2.11)

a

n

n
A f d n

a


      و

0

2
( )sin( ) , 1

a

n

n
B g d n

n c a


  


  

المعادلةثبات: إ
ن مجموع الحلـول الخــاصة لهـــا يعتــبر أيـضا حـــــلا لهـــــــــــــــــــــــــذه المعادلة خطية ومتجانسة ولذا فإ (4.2.9)1

 معينة.و بالحصول على عدد كبير بقدر كاف من الحلول الخاصة يمكن تعيين الحل المطلوب بتجميعها بمعاملات 

) :ي  بفرض الحل يكتب من الشكلأ فوريه )فصل المتغيرات(بتطبيق طريقة  , ) ( ) ( )u x t X x T t  معX  دالة في
 حصل على ما يلي: (4.2.9)1 المعادلةفي فقط وبالتعويض  t دالة في المتغير Tفقط و  x المتغير

2'' ''
( ) ( ) (4.2.12)

T X
t c x

T X
 

X''ن أ وبما

X
T'و  

T 
2 نه يكون لدينا:فإمختلفين وهما متساويان  ينتابعين لمتغير  '' ''

( ) ( )
X T

c x t
X T

   نحصل و
 التاليتين:عندئذ على المعادلتين التفاضليتين 

2
''( ) ( ) 0 (4.2.13)

''( ) ( ) 0 (4.2.14)

X x X x
c

T t T t






 


  

 

 لدينا: (4.2.9)3و من الشرطين الحديين 

(0, ) (0) ( ) 0

( , ) ( ) ( ) 0

u t X T t

u a t X a T t

  


  
 

(0) :لشرطينتحقق ا Xن الدالة عنهما أ فينتج ( ) 0X X a  و مسألة م ليوفيل ألة ستور مسأ، ومنه نحصل على
 القيم الذاتية التالية:
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2
''( ) ( ) 0, 0

(4.2.15)

(0) ( ) 0

X x X x x a
c

X X a


   


  

 

0Xي )أ غير تافه تقبل حلا (4.2.15) لةبحيث المسأ )القيم الذاتية(  لنعين قيم الوسيط الحقيقي .) 

 هي (4.2.15) القيم الذاتية لــ
2

n

n c

a




 
  

 
n* مع  IN 

) والدوال الذاتية المرفقة هي ) sinn

n
X x x

a

 
  

 
  

  :عن حل المعادلة  التفاضلية التالية n*جل كل قيمة لـ ولنبحث من أ n*مع 

( ) ( ) 0 (4.2.16)nT t T t   

 ن الدالة:فإ n*جل كل من أ. هي معادلة تفاضلية عادية خطية متجانسة من الرتبة الثانيةالتي و 

( ) cos sin , 0n n n

n c n c
T t A t B t t

a a

    
     

   
 

 الدالة: ،n* جل كله من أنومنه فإ، (4.2.16) ختيارية حلا للمعادلةدوال إ nBو  nAحيث 

( , ) ( ) ( ) cos( ) sin( ) sin( )n n n n n

n c n c n
u x t X x T t A t B t x

a a a

   
   

 
 

 متجانسةمعادلة خطية  (4.2.9)1 وحيث أن معادلة الموجة (4.2.9)3 والشروط الحدية (4.2.9)1 تحقق المعادلة
 ن:فإ

1 1

( , ) ( , ) cos( ) sin( ) sin( )n n n

n n

n c n c n
u x t u x t A t B t x

a a a

   

 

 
   

 
  

 نجد: ،(4.2.9)2 بتدائيةالإ بتطبيق الشروطن الآ .(4.2.9)3 قق الشروط الحديةتحو  (4.2.9)1 للمعادلةحلا  كذلك

1

1

( ,0) ( ) sin( ) ( ) (4.2.17)

( ,0) ( ) ( ) sin( ) ( ) (4.2.18)

n

n

t n

n

n
u x f x A x f x

a

n c n
u x g x B x g x

a a



 









  

  





 

 n*جل كل على الترتيب و من أ gو   fفوريه للدالتين هما سلسلتا   (4.2.18) و (4.2.17)السلسلتين 
  :تحسب من العلاقتين nBو   nAالمعاملات 

0

2
( )sin( )

a

n

n
A f t t dt

a a


 

 

و 
0

2
( ) ( )sin( )

a

n

a n
B g t t dt

a n c a




      

 ذن من الشكل:يحسب إ (4.2.9)لة حل المسأ
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1

( , ) cos( )sin( ) sin( )sin( ) (4.2.19)n n

n

n c n n c n
u x t A t x B t x

a a a a

   



 
  

 
 

 :التالية المثلثيةالمتطابقات  باستخدام
1

cos sin (sin( ) sin( ))
2

1
sin sin (cos( ) cos( ))

2

     

     

   

   

 

 على:نحصل 

1

1
( , ) (sin( ( )) sin( ( ))

2

cos( ( )) cos( ( )) (4.2.20)

n

n

n

n n
u x t A x ct x ct

a a

n n
B x ct x ct

a a

 

 



 
    

 

 
    

 


 

  وبما أن
1

sin ( )n

n

n
A y f y

a





 يكون لدينا:من جهة نه فإ ،(4.2.9)2على  اعتمادوهذا إ 

1

sin( ( ) sin( ( ) ( ) ( ) (4.2.21)n

n

n n
A x ct x ct f x ct f x ct

a a

 



 
       

 
 

 لدينا: ،خرىمن جهة أو 

sin cos cos( ( )) cos( ( ))

x ctx ct

x ctx ct

n a n a n n
d x ct x ct

a n a n a a

   
  

 





   
        
   

 

 ن:فإو بالتالي 
cos( ( )) cos( ( )) sin

x ct

x ct

n n n n
x ct x ct d

a a a a

   
 





     

 نجد:ومنه 

1 1

1

cos( ( )) cos( ( )) sin( )

( sin( ))

x ct

n n

n n x ct

x ct

n

nx ct

n n n n
I B x ct x ct B d

a a a a

n n
I B d

a a

   
 

 
 



  





 
     

 



  



 

  :ولدينا
1

1
( ,0) ( ) sin( ) ( )t n

n

n n
u x g x B g

a a c

 
 



   وبالتالي نحصل على:  

1
( ) (4.2.22)

x ct

x ct

I g d
c
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 نجد: ،(4.2.20)في  (4.2.22) و (4.2.21) بتعويض

 
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) (4.2.23)
2 2

x ct

x ct

u x t f x ct f x ct g d
c

 




       

 .(4.2.9)الموجية لة سألحل الم "lembertA'D"صيغة دالمبيرت  (4.2.23) العبارةتسمى 

 التالية:لنحسب حل المسألة   :4.4.1 مثال

2

9 , ( ) ( 0)

(4.2.24) ( ,0) ( ) ,

( ,0) ,

tt xx

t

u u x t

u x x x x

u x x x



       


     


    

 

) :لدينا ) ( )f x x x   2و( )g x x، ولدينا كذلك: 

 

 

2 3 3 2 3 2 3

( ) ( )

1
( ) ( ) ( )

2

1 2
( ) ( ) 2 ( ) 6 18

3 3

x ct

x ct

f x ct x ct x ct

f x ct f x ct x x

d x ct x ct x ct ct tx t





 




    

    

         

 

 :هو (4.2.24) لةأن حل المسأصيغة دالمبيرت نجد  باستخداممنه و 

  2 31 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3

2 2

x ct

x ct

u x t f x ct f x ct g d x x tx t
c

  




        . 

 4.2.4   ستعمال طريقة فصل المتغيراتروط ديريكلي بإلابلاس مع شلة سأحل م

 :لدينا المبرهنة التالية

 :لة التاليةنعتبر المسأ :1.4.1مبرهنة 

1

2

3

0, (0 ) (0 ) (4.2.25)

(4.2.25) (0, ) 0, ( , ) ( ) , 0 (4.2.25)

( ,0) 0, ( , ) 0, 0 (4.2.25)

xx yyu u x a y b

u y u a y f y y b

u x u x b x a

      


   
    

 

 :على الشكل التالي (4.2.25)حل المسألة  يمكننا كتابةريه ستعمال طريقة فو بإ

1

( , ) sin( ) ( )n

n

n y n x
u x y D sh

a b

 



 حيث:  
0

2
( )sin( ) , 1

( )

b

n

n y
D f y dy n

n a b
bsh

b




 . 
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) :نأبفرض  ،سبق كما  :إثبات , ) ( ) ( )u x y X x T y  وبالتعويض في المعادلة
  :نجد (4.2.25)1

( ) ( )

( ) ( )

X x T y

X x T y


 
   

 :التاليتينوهكذا نحصل على المعادلتين 

1

2

( ) ( ) 0 (4.2.26)
(4.2.26)

( ) ( ) 0 (4.2.26)

X x X x

T y T y





  


  

 

) :لنعتبر الشرط الحدي ,0) 0 ( ) (0)u x X x T  (0). إذا كان 0T  جل كل نه من أفإx  0بحيث x a  
) :يكون لدينا ) 0X x  ن الحل وهذا يعني أ( , )u x y جل كل منعدم من أ( , )x y  من النطاق   0, 0,a b ذن إ

(0) 0T  الحدي بالنسبة للشرط الشي  . نفس: ( , ) 0 ( ) ( )u x b X x T b  على ونحصل: ( ) 0T b  ومنه 
 : التالية المسألة نحصل على ،(4.2.26)1المعادلة باعتبار و 

1

2

( ) ( ) 0 (4.2.27)
(4.2.27)

(0) ( ) 0 (4.2.27)

T y T y

T T b

  


 

 

 :من الشكل ليوفيل حلولها وهذه المسألة هي لستورم
2

( ) sin( ), , 1n n n n

n
T y A y n

b


 

 
   

 
 

  :نجد (4.2.26)2عادلة الموبالعودة إلى 
2

( ) ( ) ( ) ( ) 0n

n
X x X x X x X x

b




 
     

 
 

 :التالي الشكل يكتب علىوحل هذه المعادلة 

( ) exp expn n n

n n
X x B x C x

b b

    
     

   
 

(0) :لكن 0nX   0)وذلك لأن, ) 0u y  ومنه فان n nB C   بالتاليو: 

( , ) ( ) ( ) ( )sin( )n n n n n

n n
u x y X x T y A B sh x y

b b

 
  

 :يكتب إذن على الشكل التالي (4.2.25)حل المسألة 

1

( , ) 2 ( )sin( ) (4.2.27)n n

n

n n
u x y A B sh x y

b b
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) :بما أن لكن , ) ( )u a y f y  نجد (4.2.27)فإنه بالتعويض في: 

1

2 ( ) sin( ) ( )n n

n

n n
sh a A B y f y

b b

 



 

 :نأأي 

1

( )
sin( )

2 ( )
n n

n

n f y
A B y

nb
sh a

b









 

 :لدينافيكون 

0

1
( )sin( )

b

n n

n
A B f y y dy

n b
bsh a

b






 
 
 

 

n  :بوضع n nD A B نجد أن الحل ( , )u x y التالية يحسب من العلاقة: 

1

( , ) sin( ) ( )n

n

n y n x
u x y D sh

a b

 



  حيث:  
0

2
( )sin( ) , 1

( )

b

n

n y
D f y dy n

n a b
bsh

b




 . 

 بمعادلات جزئية.  في حل بعض المسائل التفاضلية واستعمالها طريقة تحويل لابلاسلى التعرف على ن إلننتقل الآ
 طريقة تحويل لابلاس لحل المعادلات التفاضلية الجزئية 9.1

 ستعمال تحويل لابلاسحل مسألة الحرارة بإ  4.9.1

  : لدينا المبرهنة التالية
 :لة الحرارة التاليةنعتبر مسأ :4.9.1مبرهنة 

1

2

3

( , ) ( , ) , (0 ) ( 0) (4.3.1)

(4.3.1) ( ,0) sin , 0 (4.3.1)

(0, ) ( , ) 0, 0 (4.3.1)

t xxu x t u x t x t

u x x x

u t u t t







    


  
   

 

 :التالي الشكل على (4.3.1) لمسألةا حلباستعمال تحويل لابلاس يمكننا كتابة 
1 1 sin

( , ) ( ( , ))( ) ( )( ) sin
1

tx
u x t L U x s t L t e x

s

    


 
)ن تحويل لابلاس لــ فإ امتغير  tكوسيط و xعتبار بإ :إثبات , )u x t يعطى بالعبارة: 

0

( , ) : ( ( , ))( ) : ( , ) stU x s L u x t s u x t e dt



   

 :نجد (4.3.1)1 بإدخال تحويل لابلاس على طرفي المعادلةومنه 
( ( , ))( ) ( ( , ))( )t xxL u x t s L u x t s 

بتدائي مال خواص تحويل لابلاس والشرط الإستعبإ
 :نحصل على (4.3.1)2
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( ( , ))( ) ( , ) sinttL u x t s sU x s x    و ( ( , ))( ) ( , )xx xxL u x t s U x s 

 منه بالتعويض في المعادلةو 
 :نجد (4.3.1)1

( , ) ( , ) sin (4.3.2)xxU x s sU x s x   

 :الشكليكتب من حلها العام  ،هي معادلة تفاضلية خطية من الرتبة الثانية بمعاملات ثابتة (4.3.2) المعادلة

1 2 1 2

sin
( , ) , , .

1

x s x s x
U x s c e c e c c

s

   


 

حساب الثوابت  -
1c و

2c:  بإدخال تحويل لابلاس على طرفي
 :يكون لدينا ،(4.3.1)3

1 2(0, ) ( (0, ))( ) 0U s L u t s c c     1و 2( , ) ( ( , ))( ) 0s sU s L u t s c e c e       

1  :نحصل علىومنه  0c  2و 0c  نأي أ: sin
( , )

1

x
U x s

s



لابلاس نجد أن دخال التحويل العكسي لوبإ ،

 :يحسب من العبارة التالية (4.3.1) لةالحل العام للمسأ

1 1 sin
( , ) ( ( , ))( ) ( )( ) sin

1

tx
u x t L U x s t L t e x

s

    


 

 تحويل لابلاس ستعمالل مسألة الموجة بإح  4.9.1
  :لدينا المبرهنة التالية

 :التالية لة الموجةأسنعتبر م :4.9.1مبرهنة 
2

1

2

3

4

, (0 ) ( 0) (4.3.3)

( ,0) ( ,0) 0, 0 (4.3.3)
(4.3.3)

(0, ) ( ) , (0) 0, 0 (4.3.3)

lim ( , ) 0, 0 (4.3.3)

tt xx

t

x

u c u x t

u x u x x

u t f t f t

u x t t


    


  


  

  


 

 :على الشكل التالي (4.3.3)لمسألة باستعمال تحويل لابلاس يمكننا كتابة حل ا

1

( ) ,

( , ) ( ( ( ))( ) )

0,

s
x

c

x x
f t t

c c
u x t L L f t s e

x
t

c





 

  
 


 

)ن تحويل لابلاس لــ فإ متغير tكوسيط و xعتبار بإ :إثبات , )u x t يعطى بالعبارة: 

0

( , ) : ( ( , ))( ) : ( , ) stU x s L u x t s u x t e dt



    

 :نجد (4.3.3)1بإدخال تحويل لابلاس على طرفي المعادلة 
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2( ( , ))( ) ( ( , ))( )tt xxL u x t s c L u x t s 
 :نحصل على ،(4.3.3)2بتدائية والشروط الإ ستعمال خواص تحويل لابلاسبإ

( ( , ))( ) ( , )xx xxL u x t s U x s  و     2, ,ttL u x t s s U x s 
منه بالتعويض في المعادلة و 

 :نجد (4.3.3)1
2

2
( , ) ( , ) 0xx

s
U x s U x s

c
  

 :هو للمعادلة أعلاهالحل العام 

1 2( , ) ( ) ( )
s s

x x
c cU x s c s e c s e



  
lim :نبما أ ( , ) 0

x
u x t


ن فإ lim ( ( , ))( ) lim ( , ) 0

x x
L u x t s U x s

 
  1 نوهذا ينتج عنه أ 0c .  بإدخال

  :نه يكون لدينافإ (4.3.3)3تحويل لابلاس على طرفي 
(0, ) ( (0, ))( ) ( ( ))( )U t L u t s L f t s  نأا ينتج عنه وهذ:  2( ) ( ) ( )c s L f t s  

) :نجدومنه  , ) ( ( ))( )
s

x
cU x s L f t s e



 .لابلاس نحصل علىـبتطبيق التحويل العكسي ل:  

1

( ) ,

( , ) ( ( ( ))( ) )

0,

s
x

c

x x
f t t

c c
u x t L L f t s e

x
t

c





 

  
 


 

 الحل لبعض المعادلات التفاضلية الجزئية ستقرارإو دراسة وحدانية  1.1

 للحرارة الحدية -بتدائية دانية وإستقرار الحل لمسألة القيم الإوح 4.1.1

 :لدينا المبرهنة التالية 
  :الحدية التالية - بتدائيةالإ لة القيمسأم :4.1.1مبرهنة 

1

2

3

( , ) ( , ) , (0 1) ( 0) (4.4.1)

(4.4.1) (0, ) 0, (1, ) (1, ) 0, 0 (4.4.1)

( ,0) ( ) , 0 1 (4.4.1)

t xxu x t u x t x t

u
u t u t t t

x

u x f x x

    



   


  

 

  حلا وحيدا.تقبل 

1نضع:  ،(4.4.1) حلين للمسألة 2u و 1u ليكن :إثبات 2u u    0ولنبين أنه من أجل كلt   و

0 1x  فإن: ( , ) 0x t . :نضع  
21

0

1
( ) ( , )

2
I t x t dx   لدينافيكون: 

1

0

( , )
'( ) ( , )

x t
I t x t dx

t







 

  :وبما أن
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1 1

0 0

21

0

( , ) ( , )
'( ) ( , ) ( , )

( , )
(1, ) (1, ) (0, ) (0, )

x t x t
I t x t x t dx

x x x

x t
t t t t dx

x x x

  


  
 

   
      

   
    

   





 

ستعمال الشروط الحدودية بإ فإنه
 :نجد (4.4.1)2

21

2

0

( , )
'( ) (1, )

x t
I t t dx

x



  

       
 

 على المجال متناقص Iهذا يعني أن و  0,، 0جل كل من أنه ومنه فإt  لدينا: ( ) (0)I t Iنأ ،  وبما:  

0I  و  
21

0

1
(0) ( ,0) 0

2
I x dx 

 
0t جل كلفإنه من أ   لدينايكون: ( ) 0I t   جل كل من أ منهو

0t  0 و 1x  ن فإ( , ) 0x t  1 :نأي أ 2u u  (4.4.1) لمسألةاحل  وحدانية منهو.  

  الحدية للموجة –بتدائية إستقرار الحل لمسألة القيم الإحدانية و و  4.1.1

 :لدينا المبرهنة التالية
  :الحدية التالية -بتدائية الإ لة القيممسأنعتبر  :4.1.1مبرهنة 

   

2

1

2

3

4

, ( ) ( 0) (4.4.2)

( ,0) ( ) , (4.4.2)
(4.4.2)

( ,0) ( ) , (4.4.2)

, , 0, 0 (4.4.2)

tt xx

t

u c u x t

u x f x x

u x g x x

u t u t t

       


    


    
     

 

)2ذا كانت إ )f C  1و( )g C على  ةبصورة مستمر  يعتمدحلا وحيدا تقبل  (4.4.2)لمسألة ان فإ
 :ويعطى بصيغة دالمبيرت التالية gو  fالمعطيين 

 
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( 0)
2 2

x ct

x ct

u x t f x ct f x ct g d x t
c

 




        

حلين للمسألة 2uو  1u ن. بفرض أبتدائيةوالإنطبق طريقة الطاقة لدراسة وحدانية الحل لمسألة القيم الحدية  :ثباتإ
1 :ن الدالةفإ (4.4.2) 2u u   لة المتجانسة التالية:تحقق المسأ 

   

2

1

2

3

4

, ( ) ( 0) (4.4.3)

( ,0) 0, (4.4.3)
(4.4.3)

( ,0) 0, (4.4.3)

, , 0, 0 (4.4.3)

tt xx

t

c x t

x x

x x

t t t
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0tجل كل ه من أثبات أنإنريد    وx ن فإ( , ) 0x t  0 :نأي نريد إثبات أ  جل ذلك ومن أ
 :تعطى من الشكل tتكامل الطاقة. الطاقة الكلية للحبل المهتز أو )الموجة( عند اللحظة  مبدأسنستخدم 

2 2

21 ( , ) ( , )
( )

2

x t x t
E t c dx

x t

 




     
     

      
 

 فنحصل على: ،t لىاقة بالنسبة إتكامل الط إشتقاق بإمكاننا هستمرار مرتين فإناشتقاق بلإقابل ل بما أن 
2 2

2

2

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )dE t x t x t x t x t
c dx

dt x x t t t

   




    
  

     
 

 تعطي: ،المكاملة بالتجزئة للحد الأول لمشتق تكامل الطاقة
2 2

2 2 2

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x t x t x t x t x t x t
c dx c c dx

x x t x t t x

     
 

 

      
         

  

2  :نجد (4.4.3)4 الشروط الحدية باستعمالو  ( , ) ( , )
0

x t x t
c

x t

 




  
   

 :نإف ومنه ،

2 2
2

2 2

2 2
2

2 2

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

dE t x t x t x t x t
c dx

dt t x t t

x t x t x t
c dx

t t x

   

  









    
   

    

   
  

   





 

2 :نو بما أ 2
2

2 2

( , ) ( , )
0

x t x t
c

t x

  
 

   ن فإ( )
0

dE t

dt
،  ومنه( )E t k  معk .ط الشرو  باستخدام

بتدائية الإ
 ، فنجد:k يمكننا حساب (4.4.3)3 و (4.4.3)2

2 2

2

0

1 ( , ) ( , )
(0) 0

2
t

x t x t
E k c dx

x t

 


 

     
       

      
 

0t جل كله من أنوهذا يستلزم أ  نفإ: ( ) 0E t  0  :نأي أE  0 :وهذا محقق فقط في حالة
t





 و 

0
t





kي أنه يجب أن يكون أ     و بما أن( ,0) 0x  0ن فإ  ثباته.إ وهو المطلوب 

 .كثرى الأحلا واحدا علتقبل  (4.4.4) سألةالم الطاقة أنتكامل طريقة  باستخداملنثبت : 14.1. مثال

   

   

1

2

3

( , ) 9 ( , ) , (0 ) ( 0) (4.4.4)

(4.4.4) ,0 ( ) , ,0 ( ) , 0 (4.4.4)

0, ( ) , , ( ) , 0 (4.4.4)

tt xx

t

v x t v x t x a t

v x f x v x g x x a

v t h t v a t k t t
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 بفرض أن حل:
1u و 

2u فإن الدالة (4.4.4) حلين  للمسألة: 
1 2u u   التالية تحقق المسألة: 

   

   

1

2

3

( , ) 9 ( , ) , (0 ) ( 0) (4.4.5)

(4.4.5) ,0 0, ,0 0, 0 (4.4.5)

0, , 0 (4.4.5)

tt xx

t

x t x t x a t

x x x a

t a t

 

 

 

     


   


 

 

بضرب المعادلة 
 في (4.4.5)1

t وبالمكاملة على المجال  0,a :نجد 

0 0

( , ) ( , ) 9 ( , ) ( , )

a a

t tt t xxx t x t dx x t x t dx     

 نجد:ومنه بالمكاملة بالتجزئة 

     
2

0

0 0

1
( , ) 9 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

a a
a

t t x x tt x
x t dx x t x t x t x t dx    

 
  

 
  

 :نجد (4.4.5)3 الشروط الحدية وباستعمال

     
2 2

0 0 0

1 9
( , ) 9 ( , ) ( , ) ( , )

2 2

a a a

t x x xt t t
x t dx x t x t dx x t dx         

 :وهذا ينتج عنه   
2 2

0

1
( , ) 9 ( , ) 0

2

a

t xt t
x t x t dx   

  ، 2ومنه 2

0

1
( , ) 9 ( , ) 0

2

a

t xx t x t dx
t

 
 
      
 

2 :ذنإ 2

0

( , ) 9 ( , )

a

ste

t xx t x t dx C    ، ـناه لديــــــنوبما أ:    2 2

0

,0 9 ,0 0

a

t xx x dx     نفإ: 
2 29 0t x   ،0 :نومنه فإt x   ،وبالتالي: steC  0) :نأ وبما, ) ( , ) 0t a t   ن إفـــــــــــــــــــــــ

0   1و 2u u، كثرحلا واحدا على الأتقبل  (4.4.4)لة لمسأا وهو ما يثبت أن .  
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 رابععلى الفصل ال تمارين مقترحة

  :ن الأولتمريال
  :بحيث تكون الدالة bو  aعين  العددين الحقيقيين 

( , ) ( , ) ( )x y u x y f ax by   -  معf  قابلة للاشتقاق على مجالI  من - 
لكل معادلة من المعادلتين حلا 

1( )E  و
2( )E، حيث:  

1

2

( ) : ( , ) ( , ) 0

( ) : 3 ( , ) 5 ( , ) 0

x y

x y

E u x y u x y

E u x y u x y

 

 
 

  :ن الثانيتمريال
  :جد حل المسألة التالية .1

2

1

1 2

, ( 0 ) ( 0)

( ) : ( ,0) ( ) , ( ,0) 0, 0

(0, ) , ( , ) , 0

tt xx

t

u c u l x t

P u x f x u x x l

u t T u l t T t

     


   
   

 

 :على الشكل التالي

1 1 2( , ) ( , ) ( )
x

x t u x t T T T
l

     

 :. جد حل المسألة التاليةفصل المتغيراتطريقة باستعمال  .2
2

2

, ( 0 ) ( 0)

( ) : ( ,0) ( ) , ( ,0) 0, 0

(0, ) ( , ) 0, 0

tt xx

t

u c u l x t

P u x f x u x x l

u t u l t t

     


   
   

 

  :ن الثالثتمريال
 :تينحل كلا من المسألتين التالي . جدتحويل لابلاسباستعمال 

3

0, (0 ) ( 0)
( ) :

(0, ) ( ,0) 0, (0 ) ( 0)

t xu u x t
P

u t u x x t

    


    
 

4

, (0 2) ( 0)

( ) : (0, ) (2, ) 0, ( 0)

( ,0) 3sin(2 ) , (0 2)

t xxu u x t

P u t u t t

u x x x
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 خامسالالفصل 

 الفروق المنتهية لحل المعادلات التفاضلية العادية والجزئية ةقيطر  

 محتوى الفصل

 15 طريقة الفروق المنتهية العام لمبدأ ال 5.1

 65 طريقة الفروق المنتهية على بعض المسائل بمعادلات تفاضلية عاديةتطبيق  5.1

 65 بمعادلات تفاضلية جزئية تطبيق طريقة الفروق المنتهية على بعض المسائل 5.1

 75 تمارين مقترحة على الفصل الخامس
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  الفروق المنتهية طريقةالعام ل أمبدال 5.1
 المنتهية من الرتبة الاولىالمبدأ العام ومخططات الفروق  5.5.1

 ذذ  الطريقة ققس  التفاضلية. في سائلالموجودة في المتقريب المشتقات تعتمد أساسا على  طريقة الفروق المنتهية
عند كل ة التفاضلية لالتي تظهر في المسأ بتقريب المشتقاتالتفاضلية على شكل شبكة ثم ققوم  لةالمسأ قطاق حل

كل   لة التفاضلية عندسأالم لحل جملة معادلات متقطعة تسمح لنا بتقديم قي  تقريبيةققطة من الشبكة فنحصل على 
  :ذن طريقة الفروق المنتهية على الخطوتين التاليتينترتكز إ ققطة.

 .لة التفاضليةالدراسة )أو الحل ( للمسأتقسي  قطاق : الأولىالخطوة 
 ن الدالةأقفرض  : ,u a b  لة تفاضلية وقريد حسابه على المجالذي الحل لمسأ  ,a bجل ذلك . من أ

ققس  قطاق الحل  ,a b شبكة مكوقة من  بتكوين 1n ققطة ix   كمايليمعرفة:   
, 0,1,...,ix a ih i n     وb a

h
n


 

) وققوم بحساب قيمة )u x عند كل ققطة ix 0,1 حيث,...,i nالنقط . ix .تسمى عقد الشبكة 
 بمتغيرين أي   u إذا كان الحل   : , ,u a b c d ،  ققس  قطاق الحل   , ,a b c d شبكة مكوقة  بتكوين

من  1 1n m  ققطة ( , )i jx y   كما يليمعرفة: 
, 0,1,...,ix a ih i n    و, 0,1,...,jy c jk j m   مع b a

h x
n


    و d c

k y
m


   . 

) النقط , )i jx y 0,1 حيث,...,i n 0,1 و,...,j m .بنفس الطريقة يمكننا تقسي  قطاق  تسمى عقد الشبكة
 الحل في حالة البعد الثالث وكذلك في حالة أبعاد أكبر.

 .عقدةعند كل  التي تظهر في المعادلات التفاضلية تقريب المشتقات :الخطوة الثانية
 . قشر تايلور باستعمالر في المعادلات التفاضلية وذلك المشتقات التي تظه تقريبب ققوم

 جل كلأ من. 5حالة البعد ,ix a b   بحيث   ,ix h a b ، ن قشر تايلور فإaylor"T"  لــ iu x h  في
  :ينتج عنه ixجوار 

      20( ) (5.1.1)i i iu x h u x hu x h    
 :نجد (5.1.1)باستعمال 

 
   

 0
i i

i

u x h u x
u x h

h

 
  


 

 من الرتبة الأولى للمشتقة الأولىذن على تقريب نحصل إ iu xس الــالتقريب ذو من الرتبة الأولى لأن أا .  ذذ
h قتطاعفي خطأ الإ  0 h الم ويؤول إلى الصفر يساوي الواحد h لى الصفر.يؤول إ 

 جل كلأ من .فما أكبر 5 حالة البعد   ( , ) , ,i jx y a b c d   بحيث    ( , ) , ,i jx h y k a b c d   ، قشر  نفإ
)لــ تايلور  , )i ju x h y و ( , )i ju x y k  في جوار ( , )i jx y ينتج عنه:  
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2

2

( , ) ( , ) ( , ) 0( ) (5.1.2)

( , ) ( , ) ( , ) 0( ) (5.1.3)

i j i j i j

i j i j i j

u
u x h y u x y h x y h

x

u
u x y k u x y k x y k

y


   




   



 

 :نجد (5.1.3) و (5.1.2) باستعمال

 

 

( , ) ( , )
( , ) 0

( , ) ( , )
( , ) 0

i j i j

i j

i j i j

i j

u x h y u x yu
x y h

x h

u x y k u x yu
x y k

y k

 
 

 

 
 

 

 

) ذن على تقريب من الرتبة الأولى لكل من المشتقات الأولىنحصل إ , )i j

u
x y

x




) و   , )i j

u
x y

y




. 

بعاد أ كذلك في حالةولى في حالة البعد الثالث و ى تقريبات للمشتقات من الرتبة الأبنفس الطريقة يمكننا الحصول عل
 أكبر.

) أي ix في النقطة uللقيمة المتقطعة لــ  iu قرمز بــ ترميزات: )i iu u x وقرمز بـ iu  للقيمة المتقطعة للمشتق u  
) أي ixفي النقطة  )i iu u x . قرمز بــ ,i ju للقيمة المتقطعة لـ u  في النقطة( , )i jx y أي , ( , )i j i ju u x y  
i,وقرمز بـ  ju

x




u للقيمة المتقطعة للمشتق الجزئي 

x




) في النقطة  , )i jx y أي ,

( , )
i j

i j

u u
x y

x x

 


 
 وبالمثل 

,
( , )

i j

i j

u u
x y

y y

 


 
. 

 نلنفرض أ  1 ,u C a b. جل كلمن أ  ,ix a b بحيث    ,ix h a b ، لدينا: 

 

 

2

1

2

1

( ) 0 (5.1.4)

( ) 0 (5.1.5)

i i i i

i i i i

u u x h u hu h

u u x h u hu h





    

    
 

  كمايلي:الأول معرف   الأولى للمشتقمن الرتبة مامي فرق أ نحصل على (5.1.4) من

 1 0i i
i

u u
u h

h

 
   

 كمايلي:الأول معرف   الأولى للمشتقمن الرتبة  فرق خلفينحصل على  (5.1.5) منو 

 1 0i i
i

u u
u h

h

 
   

  الشكل:ذن من من الرتبة الأولى يكتب إ ماميةالأق المنتهية مخطط الفرو  

 1 0i i
i

u u
u h

h
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  الشكل:ذن من من الرتبة الأولى يكتب إ الخلفيةق المنتهية مخطط الفرو  

 1 0i i
i

u u
u h

h


   

 علىأق المنتهية من رتب مخطط الفرو  5.5.1

 نلنفرض أ  3 ,u C a b .جل كلمن أ  ,ix a b بحيث    ,ix h a b ،  لدينا: 

 

 

2 3
4

1

2 3
4

1

( ) 0 (5.1.6)
2! 3!

( ) 0 (5.1.7)
2! 3!

i i i i i i

i i i i i i

h h
u u x h u hu u u h

h h
u u x h u hu u u h





        

        

 

 :من الرتبة الثاقية للمشتق الأول معرف كما يلي فرق مركزينحصل على  (5.1.7)من  (5.1.6) بطرح

21 1 0( )
2

i i
i

u u
u h

h

 
   

 :من الرتبة الثاقية للمشتق الثاني معرف كما يلي فرق مركزينحصل على  (5.1.7)و  (5.1.6) وبجمع

21 1

2

2
( ) 0( )i i i

i i

u u u
u x h

h

  
   

 :وقكتب ،ولىالثاني من الرتبة الأ الخلفية للمشتق مامية وكذلكالأ الفروق تعريف كذلك  يمكن

   1 2 2 1 1

2 2

2 2
0 0i i i i i i

i i

u u u u u u
u h u h

h h

       
     

 بمعادلات تفاضلية عاديةتطبيق طريقة الفروق المنتهية على بعض المسائل  5.1
 ديريكلي لةمسأتطبيق الفروق المنتهية على   5.5.1

 لة التالية:قعتبر المسأ

 ( ) ( ) , 0,1
(5.2.1) :

(0) , (1)

u x f x x

u u

  


   
 

المجال  على مستمرةدالة fحيث  0,1. 

 ققس  مجال الحل :5 المرحلة 0,1 شبكة مكوقة من  بتكوين 1n ققطة ix  0,1,...,i n كمايلي:   

 0 10 ... 1nx x x       0 معix x ih  1 و
h

n
. 
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 لة المتقطعة التالية: المسأ برتقع ،(5.2.1) لةإذن بدل المسأ

 

0

( ) , 0,1
(5.2.2) :

, .

i i i

n

u f x x

u u

  


   
 

 :من الرتبة الثاقية للمشتق الثاني المعرف كما يلي فرق المركزيال عتمادا علىا إعددي امخطط قبني :5 المرحلة

 21 1

2

2
0i i i

i

u u u
u h

h

  
  

 التالي:الشكل بالمعرفة  (5.2.3) لةالمسأ على (5.2.2)لة فنحصل إقطلاقا من المسأ
2

1 1

0

2 ( ) , 1,2,..., ( 1)
(5.2.3) :

, .

i i i i

n

u u u h f x i n

u u

 
     


   
 

 :صفوفاتيةلة معلى شكل مسأ (5.2.3)لة لنحاول كتابة المسأ :5 المرحلة

1iجل من أ  2  :لدينا

2 1 0 12 ( )u u u h f x     2أي

2 1 12 ( )u u h f x   

2iجل من أ  2  :لدينا

3 2 1 22 ( )u u u h f x     

1iجل من أ n  2  :لدينا

1 2 12 ( )n n n nu u u h f x        2أي

1 2 12 ( )n n nu u h f x   . 

AU :المصفوفاتيعلى الشكل  (5.2.3)لة يمكننا إذن كتابة المسأ B حيث: 
2

1

2

2

2

1

( )

( )

...

( )n

h f x

h f x
B

h f x 

  
 
 

  
 
  

،  
1

2

1

...

N

u

u
U

u 

 
 
 
 
 
 

  و  
2 1 ... 0

1 2 1 ...

... 1 2 1

0 ... 1 2

A

 
 
  
  
 

 

 

AUبحل جملة المعادلات الجبرية  B  (5.2.1)نحصل إذن على حل تقريبي للمسألة التفاضلية. 

 نيومان- لة ديريكليطريقة الفروق المنتهية على المسألة المختلطة: مسأ تطبيق 5.5.1

 :التاليةلة قعتبر المسأ

 ( ) ( ) , 0,1
(5.2.4) :

(0) , (1) .

u x f x x

u u
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    :نجدالرتبة الأولى للمشتق الأول مامي من إعتمادا على الفرق الأ

   1
1(1) 0 0n n

n n

u u
u h u u h h

h





       

 يلي: يمكن كتابتها على الشكل المتقطع كما (5.2.4) لةفإن المسأمنه و 
2

1 1

0 1

2 ( ) , 1,2,..., ( 1)
(5.2.5) :

, .

i i i i

n n

u u u h f x i n

u u u h

 



     


    
 

 :لة مصفوفاتيةعلى شكل مسأ (5.2.5)لة لنحاول الآن كتابة المسأ

1iجل من أ  2 :لدينا

2 1 0 12 ( )u u u h f x     2أي

2 1 12 ( )u u h f x   

2iجل من أ  2 :لدينا

3 2 1 22 ( )u u u h f x     

1iجل من أ n  2 :لدينا

1 2 12 ( )n n n nu u u h f x      

i جلمن أ n 1 :لديناn nu u h   

AU :المصفوفاتي على الشكل (5.2.5)لة يمكننا إذن كتابة المسأ B حيث:  
2

1

2

2

( )

( )

...

h f x

h f x
B

h

  
 
 
 
 
  

 ، 
1

2

...

n

u

u
U

u

 
 
 
 
 
 

  و  
2 1 ... 0

1 2 1 ...

... 1 2 1

0 ... 1 1

A

 
 
  
  
 

 

 

AUبحل جملة المعادلات الجبرية  B  (5.2.4)نحصل إذن على حل تقريبي للمسألة التفاضلية. 

 طريقة الفروق المنتهية على بعض المسائل بمعادلات تفاضلية جزئية تطبيق 5.1

 5في البعد  الحرارةلة مسأطريقة الفروق على  تطبيق 5.5.1

 لة التالية:قعتبر المسأ

, 0 , 0 1

(5.3.1) : ( ,0) ( ) , 0 1

(0, ) 0, (1, ) 0, 0

t xxu au t x

u x x x

u t u t t
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ققس  المجال  0,1  الى 1n   كما يليعقدة معرفة: 

ix ih 0,1 حيث,...,i n و h 1 :خطوة التقسي  المعطاة بــ يذ
h

n
. 

   كالتالي: k تكنمجالات ذات خطوة زمنية ثابتة ول لىالزمن إققس  مجال و 

jt قأخذ jk  0,1حيث,...j  وقرمز بــ ,i nu لى الحرارة في العقدة إix ih  وفي اللحظة الزمنيةt nk. 
تقسي  تعتمد الحيث المقاربة الأولى صريحة  ،في شكلها المتقطع (5.3.1) لةيمكننا إستعمال مقاربتين لكتابة المسأ

tوفي اللحظة  ix في العقدة nk تعتمد التقسي  في العقدةو ضمنية  فهي الثاقيةما أ ix وفي اللحظة 
( 1)t n k . 

)مامية من الرتبة الأولى لــ الفروق المنتهية الأ .الصريح المنتهيةمخطط الفوارق  15.5.5. , )t i ju x t  تكتب على
  الشكل:

,1 ,
( , ) 0( ) (5.3.2)

i j i j

t i j

u u
u x t k

k

 
  

 :الشكل علىيكتب من الرتبة الثاقية للمشتق الثاني  الفرق المركزيو 

 1, , 1, 2

2

2
( , ) 0 (5.3.3)

i j i j i j

xx i j

u u u
u x t h

h

  
  

  :بوضع
2

k
a

h
  على المخطط العددينحصل  (5.3.1)في المسألة  (5.3.3) و (5.3.2) كلا من  تعويضوب 

 التالي: الصريح

 ,1 1, , 1, 1

,0 2

0, 1, 3

1 2 , ( 1,2,..., ) ( 0,1,...) (5.3.4)

(5.3.4) : ( ,0) ( ) , 0,1,..., (5.3.4)

(0, ) 0, (1, ) 0, 0,1,... (5.3.4)

i j i j i j i j

i i i i

j j j n j

u u u u i n j

u x u x i n

u t u u t u j

  



         


     


    

  

 : تكون على النحو التالي (5.3.4)1 معادلةالمصفوفاتية لل كتابةال

1iجل من أ  لدينا:  1,1 0, 1, 2,1 2j j j ju u u u      

2iجل من أ  لدينا:  2,1 1, 2, 3,1 2j j j ju u u u       

i جلمن أ n لدينا:  ,1 1, , 1,1 2n j n j n j n ju u u u       
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 :منه بوضعو 

1,

2,( )

,

...

j

jj

n j

u

u
U

u

 
 
 

  
 
 
 

و  
1 2 ... 0

1 2 ...

... 1 2

0 ... 1 2

A

   
 

    
    
 

   

 

 نحصل على الجملة المصفوفاتية التالية:

( 1) ( ) , 0,1,...j jU AU j     حيث :   
1,0 1

2,0 2(0)

,0

( )

( )

......

( )nn

u x

u x
U

xu

   
   

    
   
   
    

 

)بحل جمل المعادلات الجبرية  1) ( ) , 0,1,...j jU AU j   (5.3.1) نحصل إذن على حل تقريبي للمسألة. 

)1الفروق المنتهية الخلفية من الرتبة الأولى لــ  .الضمني مخطط الفوارق المنتهية 15.5.5. , )t i ju x t   تكتب على
  الشكل:

, 1 ,

1( , ) 0( ) (5.3.5)
i j i j

t i j

u u
u x t k

k






   

)1 لــمن الرتبة الثاقية  والفرق المركزي  , )xx i ju x t  الشكل علىكتب ي: 

1, 1 , 1 1, 1 2

1 2

2
( , ) 0( ) (5.3.6)

i j i j i j

xx i j

u u u
u x t h

h

    



 
  

وبوضع  (5.3.1)في المسألة  (5.3.6)و  (5.3.5)بتعويض كلا من 
2

k
a

h
   على  (5.3.1)المسألة  نحصل من

 التالي: المخطط العددي الضمني

 1, 1 , 1 1, 1 , 1

,0 2

0, 1, 3

1 2 , ( 1,2,..., ) ( 0,1,...) (5.3.7)

(5.3.7) : ( ,0) ( ) , 1,2,..., (5.3.7)

(0, ) 0, (1, ) 0, 0,1,... (5.3.7)

i j i j i j i j

i i i i

j j j n j

u u u u i n j

u x u x i n

u t u u t u j

    



        


     


    

 

 :تكون على النحو التالي (5.3.7)1 لةالكتابة المصفوفاتية للمعاد

1i جلمن أ  يكون لدينا:  0, 1 1, 1 2, 2 1,1 2j j j ju u u u        
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2i جلمن أ  يكون لدينا:  1, 1 2, 1 3, 1 2,1 2j j j ju u u u        

1i جلمن أ n  يكون لدينا:  2, 1 1, 1 , 1 1,1 2n j n j n j n ju u u u           

i جلمن أ n يكون لدينا:  1, 1 , 1 1, 1 ,1 2n j n j n j n ju u u u          

  :منه بوضعو 

1,

2,( )

,

...

j

jj

n j

u

u
U

u

 
 
 

  
 
 
 

 و   
1 2 ... 0

1 2 ...

... 1 2

0 ... 1 2

A

   
 
    

    
 

   

 

 نحصل على الجملة المصفوفاتية التالية:

   1
, 0,1,2,...

j j
U AU j


   :حيث   

1,0 1

2,0 2(0)

,0

( )

( )

......

( )nn

u x

u x
U

xu

   
   

    
   
   
    

 

بحل جمل المعادلات الجبرية    1
, 0,1,...

j j
U AU j


   (5.3.1)نحصل إذن على حل تقريبي للمسألة. 

 :التالية لة التفاضليةقعتبر المسأ  1.3.5:مثال

, 0, 0 1

(5.3.8) : ( ,0) sin , 0 1

(0, ) 0, (1, ) 0, 0

t xxu u t x

u x x x

u t u t t

   


   
   

 

1ولنأخذ 

3
h   1و

2
 . التاليكيكون   (5.3.8)  لــ المخطط العددي الصريح نإف (5.3.4) باستعمال: 

 ,1 1, , 1, 1

,0 2

0, 1, 3

1 2 , ( 1,2,..., ) ( 0,1,...) (5.3.9)

(5.3.9) : ( ,0) ( ) , 1,2 (5.3.9)

(0, ) 0, (1, ) 0, 0,1,... (5.3.9)

i j i j i j i j

i i i i

j j j n j

u u u u i n j

u x u x i

u t u u t u j

  



         


     


    

 

1ن بما أ

3
h   1و

2
  2ن فإn   1و 2 0  يكون لدينا (5.3.9)1 المعادلة ، ومنه من: 

,1 1, 1, , ( 1,2) ( 0,1,...)i j i j i ju u u i j       
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)0,   :لدينايكون  (5.3.9)2 من الشرط الحدوديو  ,0) sin sin
3

i i i

i
u x u x


      

i 0 1 2 3 
sin

3

i 0 3

2
 3

2
 0 

 :منه نجدو 

1i جلمن أ   0وj  1,1 :يكون لدينا 0,0 2,0

1 1 3

2 2 4
u u u   

2i جلمن أ   0وj  2,1 :يكون لدينا 1,0 3,0

1 1 3

2 2 4
u u u  . 

1فيما يلي قريد حساب كلا من  1
( , )
3 18

u  1و 1
( , )
3 9

u  المخططأي  ق المنتهية الضمنيباستعمال مخطط الفرو
 لدينا: .(5.3.7)

2

2

1

18

k h
a k k

h a
       

 كذلك
1

2 1 2
2

       1و
2

3
h n   

  :منه نجدو 

1,0(0)

2,0

3

2

3

2

u
U

u

 
  
       
 
 

  ،1,1(1)

2,1

u
U

u

 
   
 

و   
1

2
2

1
2

2

A

 
 

  
  
 

 

 :ذنلدينا إ

1,1 2,1
(0) (1)

1,1 2,1

1,1 2,1

1 3
2

32 2

31 3
2

2 2

u u

U AU u u

u u


   

       
 

  


 

 بالمثل 

1,2 2,2
(1) (2)

1,2 2,2

1,2 2,2

1 3
2

2 32 3

91 3
2

2 3

u u

U AU u u

u u
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 5بلاس في البعد لالة مسأعلى المنتهية طريقة الفروق  تطبيق  5.5.1

 على النطاق   0, 0,a b  ،لة التاليةقعتبر المسأ:  

     

 

 

0, , 0, 0,

(5.3.10) : ( ,0) , ( , ) , 0,

(0, ) , ( , ) , 0,

xx yy

b h

g d

u u x y a b

u x u u x b u x a

u y u u a y u y b

    


  


  

 

 ققس  النطاق   0, 0,a b  لىإ   1 1n m   كما يلي)عقدة(ققطة: 

ix :قأخذ ih 0,1 مع,...,( 1)i n  و 
jy jk 0,1 مع,...,( 1)j m  حيث h  و k  هما خطوتا

  :بـالعلاقتين التاليتين رفينالتقسي  المع
1

a
h

n



 و  

1

b
k

m



 لدينا: .

1, , 1, 2

2

2
( , ) 0( )

i j i j i j

xx i j

u u u
u x y h

h

  
   و, 1 , , 1 2

2

2
( , ) 0( )

i j i j i j

yy i j

u u u
u x y k

k

  
  

 لة المتقطعة التالية:ومنه نحصل على المسأ

   

 

2 2 2

1, 1, ,

2

, 1 , 1

0, 1,

,0 , 1

(1/ ) (2 / ) (2 / )

(1/ ) 0, ( 1,..., ) ( 1,..., )
(5.3.11) :

, , 0,1,..., ( 1)

, , 0,1,..., ( 1)

i j i j i j

i j i j

j g n j d

i b i m h

h u u h k u

k u u i n j m

u u u u j m

u u u u i n

 

 





   

      


   


   

 

AU  التالي:المخطط العددي يكتب على الشكل المصفوفاتي  F  حيثA ذي المصفوفة من الرتبة m n   
 :المعرفة بـــــ

... 0

...

...

0 ...

B C

C B C
A

C B C

C B

 
 
 
 
 
 

  

 :ذي المصفوفة المعرفة بــ Cحيث 
2

2

2

2

(1/ ) 0 ... 0

0 (1/ ) 0 ...

... 0 (1/ ) 0

0 ... 0 (1/ )

k

k
C

k

k
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 :ذي المصفوفة المعرفة بــ Bو

 

 

 

 

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

(2 / ) (2 / ) (1/ ) ... 0

(1/ ) (2 / ) (2 / ) (1/ ) ...

... (1/ ) (2 / ) (2 / ) (1/ )

0 ... (1/ ) (2 / ) (2 / )

h k h

k h k h
B

k h k h

k h k

  
 
  
 
  
 
  
   

 :هما الشعاعان المعرفان كمايلي Uو  F و

1

2

m

U

U
U

U

 
 
 
 
 
 

و   
1

2

m

F

F
F

F

 
 
 
 
 
 

1كل   جلمن أحيث   j m   :لدينا
1,

2,

,

j

j

j

n j

u

u
U

u

 
 
 

  
 
 
 

و    
1,

2,

,

j

j

j

n j

f

f
F

f

 
 
 

  
 
 
 

. 

1a  :قأخذ وللتبسيط في ذذا المثال :2.3.5 مثال b ، 3n m  0 وg d b hu u u u    المسألة .
 :تصبح (5.3.11)المتقطعة 

2

, 1, 1, , 1 , 1 ,

0, 1,

,0 , 1

4 , ( 1,...,3) ( 1,...,3)

(5.3.12) : 0, 0, 0,1,..., 4

0, 0, 0,1,..., 4

i j i j i j i j i j i j

j n j

i i m

u u u u u h f i j

u u j

u u i

   





        


  


  

 

 :على الشكل المصفوفاتي على النحو التالي (5.3.12)يمكن كتابة المسألة المتقطعة 

1iأي قضع  1عند   i قثبت قيمة  : 

1jجل أمن   2   :يكون لدينا

1,1 0,1 2,1 1,0 1,2 1,14u u u u u h f     

2jجل أمن   2   :يكون لدينا

1,2 0,2 2,2 1,1 1,3 1,24u u u u u h f     

3jجل أمن   2   :يكون لدينا

1,3 0,3 2,3 1,2 1,4 1,34u u u u u h f     

2iأي قضع  2 عند iقثبت قيمة   : 

1jجل أمن   2   :يكون لدينا

2,1 1,1 3,1 2,0 2,2 2,14u u u u u h f     

2jجل أمن   2   :يكون لدينا

2,2 1,2 3,2 2,1 2,3 2,24u u u u u h f     
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3jجل أمن   2   :يكون لدينا

2,3 1,3 3,3 2,2 2,4 2,34u u u u u h f     

3iأي قضع  3 عند iقثبت قيمة   : 

1jجل أمن   2   :يكون لدينا

3,1 2,1 4,1 3,0 3,2 3,14u u u u u h f     

2jجل أمن   2   :يكون لدينا

3,2 2,2 4,2 3,1 3,3 3,24u u u u u h f     

3jجل أمن   2   :يكون لدينا

3,3 2,3 4,3 3,2 3,4 3,34u u u u u h f     

AU  نحصل إذن على الجملة المصفوفاتية التالية: F حيث: 

0

0

B C

A C B C

C B

 
 

  
 
 

،  
1

2

3

U

U U

U

 
 

  
 
 

  و  
1,

2,

3,

j

j j

j

u

U u

u

 
 

  
 
 

1كل   أجل من   3j  

 :عرفتان بــالمصفوفتان المهما  Cو  Bمع 

4 1 0

1 4 1

0 1 4

B

 
 

   
  

و   
1 0 0

0 1 0

0 0 1

C

 
 

  
  

.  

المسألة في  لهذ  الدقيق بين الحل مخطط الفروق المنتهية لمسألة تفاضلية ما متقاربا إذا كان الفرقيكون  :ملاحظة
   تؤول الى الصفر.التقسي خطوة )خطوات(لى الصفر لما يؤول إفي شكلها المتقطع  االمستمر والحل الدقيق له شكلها

 :لة التفاضلية التاليةقعتبر المسأ :تمرين تطبيقي

     

 

 

1

2

3

0, , 0,1 0,1 (5.3.12)

(5.3.12) : (0, ) , ( , ) 2 , 0,1 (5.3.12)

( ( ,0) 2 ) ( ( ,1) 2 1), 0,1 (5.3.12)

xx yyu u x y

u y y u a y y y

u x x u x x x

    


    


    

 

  :من الشكلحلا دقيقا  (5.3.12) بحيث تقبل المسألة bو  a العددين الحقيقين عين .1
( , )u u x y ax by  . 

3nبأخذ  .2   1وm . (5.3.12) جد حلا تقريبيا للمسألة. 
 .(5.3.12) للمسألةقارن بين الحل الدقيق والحل التقريبي  .3
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 حل التمرين التطبيقي 

) :من الشكل (5.3.12)لة للمسأدقيق عن حل لنبحث   (1) , )u u x y ax by   . نواضح أ u  يحقق
الحدودية  الشروط u بحيث يحقق الحل b و a . يبقى تحديد الثابتين(5.3.12)1 المعادلة

2 3((5.3.12) (5.3.12) ) .نقعل  أ: ( , )u u x y ax by    ما يلي ذا حققإ (5.3.12)حلا دقيقا لــ: 

( ,0) 2

( ,1) 2 1

u x ax x

u x ax b x

 


   
,0)  و   )

(1, ) 2

u y by y

u y a by y

  


   
 

2a :نجد     1وb   من الشكل (5.3.12)لة الحل الدقيق للمسأ فيكون: ( , ) 2u u x y x y    . 

3n : خذبأ  (2)   1وm  1 :يكون لدينا

4
h   1و

2
k  . ققس  المجال   0,1 0,1  كما يلي: 

ix ih مع 0,1,2,3,4i   و  jy jk  مع0,1,2j . 

 لدينا:  .لة المتقطعةالمسأ -

1, , 1, 2

2

2
( , ) 0( )

i j i j i j

xx i j

u u u
u x y h

h

  
   و, 1 , , 1 2

2

2
( , ) 0( )

i j i j i j

yy i j

u u u
u x y k

k

  
  

 لة المتقطعة التالية:ومنه نحصل على المسأ

   , 1, 1, , 1 , 1 1

0, 4, 2

,0 ,2 3

10 4 0, ( 1,2,3), ( 1) (5.3.13)

(5.3.13) : , 2 , 0,1,2 (5.3.13)
2 2

, 1, 0,1,2,3,4 (5.3.13)
2 2

i j i j i j i j i j

j j

i i

u u u u u i j

j j
u u j

i i
u u i

   


       



    



   

 

1jجل من أ  يكون لدينا ما يلي (5.3.13)1ستعمال المعادلة وبإ: 

1i جلمن أ  يكون لدينا:     1,1 2,1 0,1 1,2 1,010 4 0u u u u u      

2i جلمن أ  يكون لدينا:    2,1 3,1 1,1 2,2 2,010 4 0u u u u u       

3i جلمن أ  يكون لدينا:    3,1 4,1 2,1 3,2 3,010 4 0u u u u u       

 :نحصل من المعادلات أعلا  على الجملة التالية (5.3.13)3و  (5.3.13)2ستعمال الشروط الحدية ومنه وبإ
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1,1 2,1

2,1 1,1 3,1

3,1 2,1

10 4 2

(5.3.14) : 10 4 4 1

10 4 8

u u

u u u

u u

  

    

   

 

 :والذي ذو (5.3.12)لة يعطي الحل التقريبي للمسأ (5.3.14)حل الجملة 

1,1 2,1 3,1

1
( , , ) (0, ,1)

2
u u u  

 :لدينا .(الحل الدقيق والحل التقريبي) المقارقة بين الحلين  (3)
1

( , ) 2 2 ( )
2

i j i ju x y x y ih jk i j      
 ومنه

( , )i jx y 
1 1( , )x y 2 1( , )x y 3 1( , )x y 

 1 0.5 0 الحل الدقيق 
 1 0.5 0 الحل التقريبي
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 خامستمارين مقترحة على الفصل ال

  :قعتبر المسألة التفاضلية التالية :ن الأولتمريال
 

1

( ) 2 ( ) , 0,1
( ) :

(1) (1) 0, (0) 1

u x u x x x
P

u u u

   

   

 

)1أكتب مخطط الفروق المنتهية للمسألة  .1 )P  1أين  الة) أي الحفي الحالة العامة

1
h

n



2nمع   .) 

)1كتب الشكل المصفوفاتي لمخطط الفروق المنتهية للمسألة أ .2 )P. 
)1ن الشكل المصفوفاتي لمخطط الفروق المنتهية للمسألة أبين  .3 )P .يقبل حلا وحيدا 
2nجل من أ :تطبيق .4 1لة . أحسب الحل التقريبي للمسأ( )P. 

  :قعتبر المسألتين التفاضليتين التاليتين :ن الثانيتمريال
   

2

( , ) ( , ) ( , ) 0, ( , ) 0,1 0,1

( ) : ( ,0) 0, 0 1

(0, ) (1, ) 0, 0 1

t x xx

x

u x t u x t u x t x t

P u x x

u t u t t

     


  
    


 

)2أكتب كلا من المخطط الصريح والمخطط الضمني للمسألة  .1 )P وذلك من أجل:  
1

1
h

n



1و  

1
k

m



. 

)2أكتب الشكل المصفوفاتي لكل من المخطط الصريح و المخطط الضمني للمسألة  .2 )P. 
 :الضمني وذلك من أجلالمخطط  الصريح و في حالة كل من المخططأحسب الحل التقريبي  .3

1

4
h   1و

2
k     3أي من أجلn   1وm . 

 :قعتبر المسألة التفاضلية التالية :ن الثالثتمريال
   

 

 
3

( , ) ( , ) 1, ( , ) 0,1 0,1

( ) : ( ,0) ( ,1) 0, 0,1

(0, ) (1, ) 0, 0,1

xx yyu x y u x y x y x y

P u x u x x

u y u y y

      


  


  

 

)3 حسب الحل التقريبي للمسألةأ .1 )P وذلك من أجل:  
1

3
h k   2أي من أجلn m . 
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